
前 言 

当今社会，教育作为个人成长和社会进步的重要基石，其重要性日益凸显。而本

科文凭是诸多用人单位的最低要求，也是公务员、考研、国家编制等的最低门槛。所

以，选择全日制专升本是提升学历、拓宽职业发展的重要途径，对于广大有志青年而

言，这无疑是一次宝贵的机会。它不一定能改变你的人生，但是一定可以给你更多的

选择。然而，在如今知识更替日新月异的大潮中，注重基础、框架清晰且阶段明确的

专升本辅导用书却寥寥无几，这也为本书的编写创造了契机。 

根据最新《重庆市普通高校“专升本”统一选拔考试大纲》及历年真题来看，专

升本数学考试内容变化不大，题型稳定，依然保持着考试内容较宽泛、综合性较强、

考点难易度适中的现状。但是尽管如此，数学基础一般的同学，仍然会对数学学科充

满畏惧感，毕竟考试内容涵盖《高等数学》《线性代数》《概率论》三本书的内容，针

对这一现实情况，蓝色森林数学教研组特编写了这本满足学生备考需求的辅导用书。

结合高职高专学生的特点，本书尽量使深奥的数学理论以通俗易懂的形式展现出来。

总的来说本书具备以下特色： 

一、知识全面，普适性强  本书结合考纲参考书目，内容涵盖微积分、线性代数、

概率论等核心内容，其编写注重基本概念与理论的梳理，确保读者掌握必要的数学概

念和技能。从学生易于理解的角度，将各大知识点理论部分由浅入深进行编排，目的

在于帮助不同基础的学生学习使用。同时，在每小节前还附有考试大纲，便于学生自

学与复习时有更多的参考。 

二、贴合考纲，直击考点  本书紧贴最新考试大纲编订，确保内容的时效性和准

确性。还深入研究了历年的考试真题，提炼出考试高频考点和难点，力求为考生提供

一份高效、实用的学习资料。 

三、归纳总结，方法突出  由于数学学科存在专业独立性强，逻辑严谨，理论过

于深奥的特性。因此，本书在编排过程中，为了帮助读者快速掌握核心内容，对易错



易混及考试重难点进行了全面梳理，同时，还归纳了常见题型及解题方法，旨在帮助

考生更好地掌握基础知识，提高解题能力和应试技巧。 

四、配套练习，难易适中  本书的例题及同步练习题量充足，且具有梯度，练习

题章节与教材同步，便于学生即学即练。同时，在习题的选取上一是注重基础，二是

参照了全国专升本真题，题型丰富，针对性强。相信通过大量的练习，很多同学的数

学成绩都能有质的飞跃。 

参与本书编订工作的都是蓝色森林数学教研组的资深教师。他们呕心沥血的对本

书进行了多轮审核修订，但教材中难免存在不足之处，希望广大读者提出批评和指正。 

蓝色森林 专升本教研中心
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第一章  函数、极限与连续 

第一章 函数、极限与连续 

第一节 函数 

本节学习目标 

1. 理解函数的概念，知道函数的表示法；会求函数的定义域及函数值. 

2. 掌握函数的奇偶性、单调性、周期性、有界性. 

3. 理解复合函数与反函数的定义，会求单调函数的反函数. 

4. 掌握基本初等函数的性质与图像，了解初等函数的概念. 

一、函数的概念 

定义 设变量 x D  R ，变量 y  R，如果存在一个对应法则 f ，使得每一个

x D 都有唯一的值 y 与之对应，则称这个对应法则 f 是集合 D上的一个函数，通常

简记为 

( )y f x= ， x D ， 

其中 x称为自变量，y 称为因变量，D称为定义域 . 如果 0x D ，则称函数 ( )f x 在

0x 处有定义，函数 ( )f x 在 0x 处的函数值记为 

0( )f x 或
0x x

y
= ， 

函数值 ( )f x 的全体所构成的集合称为函数 f 的值域，记作
fR 或 ( )f D ，即 

 ( ) ( )fR f D y y f x x D= = = ， . 

注：函数包含两个要素，即定义域和对应法则；如果两个函数的定义域和对应法则都

相同，则这两个函数是相等的. 

【归纳总结】常见需要考虑定义域的几种情形如下表 1-1： 

表 1-1 常见需要考虑定义域的函数 

分式函数分母不能为零 如  
1

: 1
1

y D x x
x

= 
−

，  

偶次根式的被开方式必须大于或等于零 如  : 0y x D x x= ， ≥  
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对数函数的真数必须大于零 如  log : 0ay x D x x= ，

三角函数要符合其定义域 

如 tan :
2

y x D x x k k z
  

=  +   
 

， ， ， 

 cot :y x D x x k k z=   ， ，

反三角函数 

如  arcsin : 1 1y x D x x= −， ≤ ≤ ， 

 arccos : 1 1y x D x x= −， ≤ ≤

当一个函数表达式含有上述几种函数，应取各部分定义域的交集. 

例 1. 下列函数相等的是（  ）. 

A.
2x

y y x
x

= =， B. 2y x y x= =，

C. 2( )y x y x= =，   D. 2y x y x= =，

解：D 项： 2y x= 的定义域需满足 2 0x ≥ ，即 x R ；

y x= 定义域也为 x R ； 2y x x= = ， 

显然两个函数表达式也一样，则是同一个函数，故本题答案为 D 项. 

A 项：
2x

y
x

= 定义域为 0x  ； y x= 定义域为 x R ； 

显然两函数定义域不同，则不是同一个函数，故排除. 

B 项： 2y x= 的定义域需满足 2 0x ≥ ，即 x R ； 

y x= 定义域也为 x R ； 2y x x x= =  ， 

显然两个函数表达式不一样，则不是同一个函数，故排除. 

C 项：
2( )y x= 定义域为 0x≥ ； y x= 定义域为 x R ； 

显然两函数定义域不同，则不是同一个函数，故排除. 

故本题答案为 D 项. 
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例 2. 求函数 21y x= − 的定义域. 

解：由题意可知，要使函数有意义则需满足 21 0x− ≥ ， 

解得 1 1x− ≤ ≤ ，即定义域为 1 1− ， . 

例 3. 求函数
2

1
arcsin( 1)

4
y x

x
= − +

−
的定义域. 

解：由题意可知，要使函数有意义则需满足
2

1 1 1

4 0

x

x

− −


− 

≤ ≤
， 

解得
0 2

2 2

x

x




−  

≤ ≤
，即定义域为 )0 2， . 

例 4. 已知函数 ( )y f x= 的定义域为 3 2− ， ，求函数 (2 1)y f x= + 的定义域. 

解：由题可知，函数 ( )y f x= 的定义域是 3 2− ， ，即 3 2x− ≤ ≤ ， 

所以 3 2 1 2x− +≤ ≤ ，解得
1

2
2

x− ≤ ≤ ， 

即函数 (2 1)y f x= + 的定义域为
1

2
2

 
− 

 
， . 

例 5. 已知 2( 1) 3 2f x x x− = − + ，求函数 ( )f x 的解析式. 

解：令 1x t− = ，则 1x t= + ， 

所以 2 2( ) ( 1) 3( 1) 2f t t t t t= + − + + = − ， 

故
2( )f x x x= − . 

例 6. 已知 2 1
1

x
f x

x

 
= + 

+ 
，求函数 ( )f x 的解析式. 

解：令
1

x
t

x
=

+
，则

1

t
x

t
=

−
， 

所以
1

( ) 2 1
1 1

t t
f t

t t

+
= + =

− −
， 

故
1

( )
1

x
f x

x

+
=

−
. 
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二、函数的基本性质（掌握） 

1. 单调性

设函数 ( )f x 的定义域为 D，区间 I D .如果对于区间 I 上任意两点 1x ， 2x ，当

1 2x x 时，恒有 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调递增的； 

设函数 ( )f x 的定义域为 D，区间 I D .如果对于区间 I 上任意两点 1x ， 2x ，当

1 2x x 时，恒有 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调递减的.

例如： exy = 是单调递增的函数， 0.5logy x= 是单调递减的函数. 

2. 奇偶性

设函数 ( )f x 的定义域 D 关于原点对称.对于任意的 x D ，如果 ( ) ( )f x f x− =

恒成立，则称 ( )f x 为偶函数； 

设函数 ( )f x 的定义域 D关于原点对称.对于任意的 x D ，如果 ( ) ( )f x f x− = −

恒成立，则称 ( )f x 为奇函数. 

例如： 2( )f x x= ， ( ) cosf x x= 是偶函数， 3( )f x x= ， ( ) sinf x x= 是奇函数，而

( ) sin cosf x x x= + 则为非奇非偶函数. 

注：与奇偶性相关的常用结论

（1）偶函数+偶函数=偶函数； 

（2）奇函数+奇函数=奇函数； 

（3）偶函数×偶函数=偶函数，奇函数×奇函数=偶函数；

（4）偶函数×奇函数=奇函数； 

（5）对于奇函数，若 0x = 在定义域内，必有 (0) 0f = ； 

（6）偶函数的图像关于 y 轴对称，而奇函数的图形关于原点对称. 

例 7. 判断 ( ) sinf x x x= 的奇偶性. 

解：由题可知， ( )f x 定义域为 ( )− + ， ， 

且 ( ) ( )sin( ) sinf x x x x x− = − − = ，所以 ( ) ( )f x f x= − ，

故 ( ) sinf x x x= 为偶函数. 
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例 8. 下列为偶函数的是（  ）. 

A.
1

ln
1

x
y

x

−
=

+
      B.

2 siny x x= +  

C.
e e

2

x x

y
−−

=       D. y x=  

解：D 项：函数定义域为 ( )− + ， ， 

令 ( )y f x x= = ，则 ( )f x x x− = − = ， 

显然 ( ) ( )f x f x= − ，故 y x= 是偶函数， 

故本题答案为 D 项. 

A 项：函数定义域需满足

1
0

1

1 0

x

x

x

−


+
 + 

，即解得
1 1

1

x

x

−  


 −
， 

综上，函数
1

ln
1

x
y

x

−
=

+
定义域为 ( 1 1)− ， ； 

令
1

( ) ln
1

x
y f x

x

−
= =

+
，所以

1 1
( ) ln ln

1 1

x x
f x

x x

+ −
− = = −

− +
， 

故 ( ) ( )f x f x= − − ，所以
1

ln
1

x
y

x

−
=

+
为奇函数，故排除. 

B 项：函数定义域为 ( )− + ， ，令 2( ) siny f x x x= = + ， 

则 2 2( ) ( ) sin( ) sinf x x x x x− = − + − = − ， 

显然 ( ) ( )f x f x − ， ( ) ( )f x f x − − ， 

所以
2 siny x x= + 为非奇非偶函数，故排除. 

C 项：函数
e e

2

x x

y
−−

= 定义域为 ( )− + ， ， 

令
e e

( )
2

x x

y f x
−−

= = ，则
e e

( )
2

x x

f x
− −

− = ， 

故 ( ) ( )f x f x= − − ，所以
e e

2

x x

y
−−

= 为奇函数，故排除. 
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本题答案为 D 项. 

例 9. ( )f x 在 ( )− + ， 上有定义，下列为偶函数的是（ ）. 

A. ( ) ( )f x f x− −      B. ( ) ( )f x f x+ −

C. ( )x f x        D.
2( )x f x  

解：B 项：由题可知，因为 ( )f x 在 ( )− + ， 上有定义，

令 ( ) ( ) ( )F x f x f x= + − ，则 ( )F x 在 ( )− + ， 上也有定义， 

且 ( ) ( ) ( )F x f x f x− = − + ，即 ( ) ( )F x F x= − ， 

则 ( ) ( )f x f x+ − 为偶函数，故本题答案为 B 项. 

A 项：由题可知， ( )f x 在 ( )− + ， 上有定义， 

令 ( ) ( ) ( )F x f x f x= − − ，则 ( )F x 在 ( )− + ， 上也有定义，

且  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x f x f x f x f x− = − − = − − − ，

即 ( ) ( )F x F x= − − ，则 ( ) ( )f x f x− − 为奇函数，故排除.

C 项：由题可知， ( )f x 在 ( )− + ， 上有定义，令 ( ) ( )F x x f x= ，

则 ( )F x 在 ( )− + ， 上也有定义，且 ( ) ( )F x x f x− = − − ，

即 ( )F x 与 ( )F x− 无关，则 ( )x f x 为非奇非偶的函数，故排除.

D 项：由题可知， ( )f x 在 ( )− + ， 上有定义， 

令
2( ) ( )F x x f x= ，则 ( )F x 在 ( )− + ， 上也有定义，

且
2 2( ) ( ) ( )F x x f x x f x− = − − = − ，即 ( ) ( )F x F x= − − ， 

则
2( )x f x 为奇函数，故排除. 

故本题答案为 B 项. 

3. 有界性

设函数 ( )f x 的定义域为 D，数集 X D ，如果存在正数M ，使得 ( )f x M≤

对任意 x X 都成立，则称函数 ( )f x 在 X 上有界；如果这样的M 不存在，就称函数

( )f x 在 X 上无界. 
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注：（1）我们这里只讨论有界无界的问题而不区分上界和下界，由上述定义不难看出，

如果正数M 是函数 ( )f x 的一个界，则比M 大的数都是函数 ( )f x 的界. 

（2）常见的有界函数有：sin cos arcsin arccos arctan arccotx x x x x x， ， ， ， ， . 

4. 周期性 

设函数 ( )f x 的定义城为 D，如果存在一个正数T ，使得对于任意 x D 有

( )x T D  ，且 ( ) ( )f x T f x+ = 恒成立，则称 ( )f x 为周期函数，T 称为 ( )f x 的

周期，通常所说周期函数的周期是指最小正周期. 

例如：函数 sin x ，cos x都是以 2π为周期的周期函数，函数 tan x ，cot x是以 π为

周期的周期函数. 

三、反函数 

设函数 ( )y f x= 的定义域为集合 A，其值域为B ，如果对于B 中的每一个元素，

在集合 A中都有唯一确定的 x与之对应，则说在集合B 上定义了一个函数，称该函数

为 ( )y f x= 的反函数.记作 

1( )x f y−= ， y B . 

常将 ( )y f x= 的反函数 1( )x f y−= 写成
1( )y f x−= . 

注：（1）在某一区间上单调的函数一定有反函数，其反函数的单调性与原函数一致； 

（2）函数 ( )y f x= 与其反函数
1( )y f x−= 的图像关于直线 y x= 对称. 

（3）反函数求解步骤 

原函数 ( ) xy f x= ⎯⎯⎯→反解
得到一个以 y 为自变量的反函数 x y

⎯⎯⎯⎯→
调换 和 反函数（定义

域）. 

例 10. 求函数
21y x= + ， ( 0x  −， 的反函数. 

解：由题可知，
21y x= + 的值域为 )1 + ， ，  

反解 x得 1x y=  − ，因为 ( 0x  −， ，所以 1x y= − − ， 

故反函数为 1y x= − − ，  )1x  + ， . 
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例 11. 求函数 2sin 3y x= ，
6 6

x
  

− 
 

≤ ≤ 的反函数. 

解：由题可知， 2sin 3y x= 的值域为 2 2− ， ， 

反解 x得
1

arcsin
3 2

y
x = ， 

所以反函数为
1

arcsin
3 2

x
y = ，  2 2x  − ， . 

四、各大类函数分类 

（一）初等函数

1. 基本初等函数

（1）幂函数：标准型 ay x= （a R 是常数）. 

如 2y x= ， y x= ， 1y x−= 等均为幂函数，常见幂函数图像如下图 1-1. 

幂函数的运算性质： a b a bx x x + = ，
a

a b

b

x
x

x

−= ，
a

b abx x= ， ( )a b abx x= . 

图 1-1 图 1-2 

（2）指数函数：标准型
xy a= （a为常数， 0a  且 1a  ），其定义域为 ( )− + ， ，

值域为 (0 )+ ， .

例如
1

3

x

y
 

=  
 

， 3xy = 等均为指数函数，常见指数函数图像如上图 1-2. 

y=x2 y=x

y= x

y=
1

x

y=
1

x

O

y

x

y=2 x

y=2x

O

y

x
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指数函数的运算性质： x y x ya a a + = ，
x

x y

y

a
a

a

−= ， ( )x y xya a= ， ( )x x xab a b= . 

（3）对数函数：标准型 logay x= （ 0a  且 1a  ，特别地，当 ea = 时，记为 lny x= ），

其定义域为 (0 )+ ， ，值域为 ( )− + ， . 

如 2logy x= ， lgy x= 等均为对数函数，常见对数函数图像如下图 1-3. 

对数函数的运算性质： 

ln( ) ln lnxy x y= + ， ln ln ln
x

x y
y

 
= − 

 
， 

ln lnyx y x= ， lnln e eN N N= = . 

 

 

 

 

图 1-3 

（4）三角函数： 

①正弦函数 siny x= ，余弦函数 cosy x= ，如下图 1-4 所示. 

 

图 1-4 

②正切函数 tany x= ，余切函数 coty x= ，如下图 1-5 所示. 

π
y=cosx

y=sinx1

1π

2 π

2O

y

x

（1，0）

y=logax(a＜1）

y=logax(a＞1）

O

y

x
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图 1-5 

③正割函数
1

sec
cos

y x
x

= = ，余割函数
1

csc
sin

y x
x

= = . 

④常见的三角函数值（如下表 1-2）：

表 1-2 常见三角函数值 

注：三角函数常用的公式 

平方和公式 

①
2 2sin cos 1x x+ = ②

2 2tan 1 secx x+ = ③
2 2cot 1 cscx x+ =

倒数关系 

y=tanx

π

π

2

π

2π

y

O x π

π

2

π

2π

y=cotx

y

O x

0
π

6

π

4

π

3

π

2

2π

3

3π

4

5π

6
π

sin x 0 
1

2

2

2

3

2
1 

3

2

2

2

1

2
0 

cos x 1 
3

2

2

2

1

2
0 

1

2
−

2

2
−

3

2
− 1−

tan x 0 
3

3
1 3

不存

在 
3− 1−

3

3
− 0 

cot x
不存

在 
3 1 

3

3
0 

3

3
− 1− 3−

不存

在 
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①
sin

tan
cos

x
x

x
=   ②

1
cot

tan
x

x
=   ③

1
sec

cos
x

x
=   ④

1
csc

sin
x

x
=  

倍角与降幂公式 

① sin 2 2sin cosx x x=  

② 2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sinx x x x x= − = − = −  

③
2 1 cos 2

sin
2

x
x

−
=  

④
2 1 cos 2

cos
2

x
x

+
=  

（5）反三角函数： 

①反正弦函数 arcsiny x= 是由正弦函数 siny x= 在区间
π π

2 2

 
− 

 
， 上的一段定义的

反函数，故其定义域为 1 1− ， ，值域为
π π

2 2

 
− 

 
， ，如下图 1-7 所示. 

     

图 1-7               图 1-8 

②反余弦函数 arccosy x= 是由余弦函数 cosy x= 在区间  0 π， 上的一段定义的反

函数，故其定义域为 1 1− ， ，值域为 0 π， ，如上图 1-8 所示. 

③反正切函数 arctany x= 是由余弦函数 tany x= 在区间
π π

( )
2 2

− ， 上的一段定义的

反函数，故其定义域为 ( )− + ， ，值域为
π π

( )
2 2

− ， ，如下图 1-9 所示. 

y=arcsinx

π

2

π

2

11

y

O x

π

π

2

11

y=arccosx

y

O x
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图 1-9 图 1-10 

④反正切函数 arccoty x= 是由余弦函数 coty x= 在区间 (0 π)， 上的一段定义的反函

数，故其定义域为 ( )− + ， ，值域为 (0 π)， ，如上图 1-10 所示. 

2. 复合函数

设函数 ( )y f u= 的定义域是 fD ，函数 ( )u g x= 的定义域是 gD ，值域是 gR ，若

fgR D ，则由下式确定的函数

 ( ) gy f g x x D= ，

称为由函数 ( )u g x= 与函数 ( )y f u= 构成的复合函数，其中u 称为中间变量，x 称为

自变量. 

注：并非任意两个函数都能复合，能复合的充要条件是 f gD R   . 

如 arcsiny u= ， 2 2u x= + 不能构成复合函数. 

例 12. 指出下列函数是由哪些简单函数复合而成的？ 

（1） ln(sine )xy −= （2） 2 3sin (e )xy = （3） 1y x x= + −

（4）
3(2 1)e xy −= （5） 5arcsin( 1)y x= − （6）

5( 1)y x= +

解：（1） ln(sine )xy −= 是由 lny u= ， sin ewu v v w x= = = −， ， 复合而成. 

（2）
2 3sin (e )xy = 是由

2y u= ， sin e 3wu v v w x= = =， ， 复合而成.

（3） 1y x x= + − 是由 y u= ， 1u x x= + − 复合而成. 

（4）
3(2 1)e xy −= 是由

3e 2 1uy u v v x= = = −， ， 复合而成. 

π

2

π

2

y=arctanx

y

O x

π

π

2 y=arccotx

O

y

x
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（5）
5arcsin( 1)y x= − 是由 arcsiny u= ，

5u v= ， 1v x= − 复合而成. 

（6）
5( 1)y x= + 是由 5y u= ， 1u x= + 复合而成. 

3. 初等函数 

由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的复合运算所构成的并

可用一个式子表示的函数，称为初等函数. 

例如：
21

e
3 1

xy
x

= −
+

， 3 1
(1 2 ) tan

3

x
y x

+
= − + ， 2ln( 1) 3y x x= + + − ，

2

1
sin

1
y

x
=

−
等都是初等函数.初等函数是高等数学中的主要研究对象. 

（二）分段函数 

由多个（两个或两个以上）解析式表示出来的一个函数，称为分段函数. 

注：分段函数是一个函数将定义域分为多个段，在每个段上有其相对应的法则. 

如
1 0

( )
1 0

x x
f x

x x

+
= 

− 

，≥

，
是由两个解析式表示的定义域为 ( )− + ， 的一个函数. 

例 13. 已知函数

sin 0

2 0 1( )

ln( 1) 1 3

  
2

x x

xf x

x x





= 




−  


−



，

，≤ ≤

，

，求  (0)f f . 

解：因为 (0) 2f = ，所以  (0) (2) ln(2 1) 0f f f= = − = . 

（三）隐函数 

设 x在某数集 X 内每取一个值时，由二元方程 ( ) 0F x y =， 可唯一确定一个 y 的

值，则称由 ( ) 0F x y =， 确定一个隐函数，如e 3 2xy xy+ = . 

注：（1）把一个隐函数化成显函数，叫做隐函数的显化.例如从方程
3 1 0x y+ − = 解出

3 1y x= − ，就把隐函数化成了显函数.但并非所有的隐函数都能显化，隐函数的显化

有时是非常困难的，甚至是不可能的. 

 （2）隐函数显化时，得到的结果可能不是单值函数，如
2 2 1x y+ = ， 21y x=  − . 
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（四）幂指函数

函数的底数和指数都含有变量的函数叫做幂指函数，结构形如
( )( )v xy u x= ，

( ) 0u x  ，例如： sin xy x= . 

注：求幂指函数的极限、导数等问题，一般处理方法是“指数对数化”，即

( ) ( )ln ( )( ) ev x v x u xu x = . 

（五）参数方程

结构形如
( )

( )

x t

y t





=


=
（ t 为参数），确定的函数 ( )y f x= 叫做函数的参数方程.如

2cos

2sin

x t

y t

=


=
表示的图形为圆心在原点，半径为 2 的圆. 
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第二节 极限 

本节学习目标 

1. 理解极限的概念及性质，掌握极限的运算法则. 

2. 理解无穷小量与无穷大量的概念及两者的关系，掌握无穷小量的性质和无穷小量的

比较. 

3. 了解夹逼准则与单调有界准则，掌握两个重要极限：
0

sin
lim 1
x

x

x→
= ，

1

0
lim (1 ) ex

x
x

→
= + = . 

一、数列的极限 

 若按照某一法则，对每个 +n N ，对应着一个确定的实数 na ，这些实数 na 按照

下标n从小到大排列得到的一个序列 

1 2 3 na a a a， ， ， ，  

就叫做数列，简记为数列{ na }.数列中的每一个数叫做数列的项，第n项 na 叫做数列

的一般项（或通项）. 

如： 

11 1 1 ( 1)n+− −， ，， ， ， ； 

1 2 3

2 3 4 1

n

n +
， ， ， ， ， ； 

1 1 1
2 1 1 1

2 3 n
+ + +， ， ， ， ， . 

都是数列的例子，它们的一般项依次为 

1 1
( 1) 1

1

n n

n n

+− +
+

， ， . 

若常数 A，当n → +时，有 na A→ ，则称 A为n → +时，数列 na 的极限，

记作 lim n
n

a A
→+

= . 

若数列{ na }的极限存在，则称数列{ na }收敛，若数列{ na }的极限不存在，则称

数列{ na }发散. 

例 1. 下列各题中，哪些数列收敛，哪些数列发散？对收敛数列，通过观察 na 的变化
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趋势，写出它们的极限. 

（1）
1

2n

 
 
 

； （2） 2

1
2

n

 
+ 

 
； 

（3）
1

1

n

n

− 
 

+ 
； （4） 2

1

1

n

n

+ 
 

− 
. 

解：（1）原式
1

lim 0
2nn→+

= = . 

（2）原式
2

1
lim 2 2

n n→+

 
= + = 

 
. 

（3）原式
1 1 2 2

lim lim lim 1 1
1 1 1n n n

n n

n n n→+ →+ →+

− + −  
= = = − = 

+ + + 
. 

（4）原式 2

1 1 1
lim lim lim 0

1 ( 1)( 1) 1n n n

n n

n n n n→+ →+ →+

+ +
= = = =

− + − −
. 

注：在还未介绍求极限的方法时，我们可以通过数形结合的方法来观察函数曲线的走

势判断其极限，这也是一种计算极限的方法. 

二、函数的极限 

1.自变量 x趋近有限值时的函数极限

设函数 ( )f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，如果存在常数 A ，当自变量

0x x→ 时， ( )f x 无限接近 A，则常数 A就叫做函数当 0x x→ 时的极限，记作

0

lim ( )
x x

f x A
→

= . 

由于存在分段函数等原因，我们会遇到下列情形： 

（1）设函数 ( )f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，如果存在常数 A ，当自变量

0x x 且无限接近 0x 时， ( )f x 无限接近 A，则常数 A就叫做函数当 0x x→ 时的右极

限，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
+→

= 或 0( 0)f x A+ = . 

（2）设函数 ( )f x 在点 0x 的某个去心邻域内有定义，如果存在常数 A ，当自变量
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0x x 且无限接近 0x 时， ( )f x 无限接近 A，则常数 A就叫做函数当
0x x→ 时的左极

限，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
→

=
-

或 0( 0)f x A− = . 

左极限与右极限统称单侧极限，当 0x x→ 时函数 ( )f x 极限存在的充要条件是左右极

限都存在并且相等，即 

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
− +→ → →

=  = = . 

例 2. 设

2 0

( ) π 0

ln(1 ) 0

x x

f x x

x x

+ 


= =
 + 

，

，

，

，求
0

lim ( )
x

f x
→

. 

解：因为
0 0

lim ( ) lim( 2) 2
x x

f x x
− −→ →

= + = ，
0 0

lim ( ) lim ln(1 ) 0
x x

f x x
+ +→ →

= + = ， 

显然
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

 ，所以
0

lim ( )
x

f x
→

不存在. 

注：极限的计算方法，后面会详讲. 

2.自变量 x趋于无穷大时函数的极限 

设函数 ( )f x ， 0x  ，当 x充分大以后有定义，如果存在常数 A，当自变量 x无

限增大时， ( )f x 无限逼近于这个常数 A，则称常数 A是函数 ( )f x 当 x → +时的极

限，记作 

lim ( )
x

f x A
→+

= . 

如
1

lim 0
2x x→+

= . 

设函数 ( )f x ， 0x  ，当 x充分大以后有定义，如果存在常数 A，当自变量 x无

限增大时， ( )f x 无限逼近于这个常数 A，则称常数 A是函数 ( )f x 当 x → −时的极

限，记作 

lim ( )
x

f x A
→−

= . 

如 lim e 0x

x→−
= . 
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设函数 ( )f x ，当 x的绝对值充分大以后有定义，如果存在常数 A，当自变量 x 绝

对值无限增大时， ( )f x 无限接近 A，常数 A就叫做函数当 x 趋于无穷时的极限，记

作 

lim ( )
x

f x A
→

= . 

注： lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
→ →− →+

=  = = . 

例 3. 判断下列函数当 x →时的极限是否存在. 

（1） cosy x= （2） arctany x=    （3） e xy −=

解：（1）因为cos x是一个有界函数，函数值介于 1 1− ， ， 

所以 lim cos
x

x
→

极限值也都介于 1 1− ， ，故 lim cos
x

x
→

极限不存在. 

（2）因为 lim arctan
2x

x
→−


= − ， lim arctan

2x
x

→+


= ， 

显然 lim arctan lim arctan
x x

x x
→− →+

 ，故 lim arctan
x

x
→

不存在. 

（3）因为 lim e x

x

−

→−
= + ， lim e 0x

x

−

→+
= ， 

显然 lim e lim ex x

x x

− −

→− →+
 ，故 lime x

x

−

→
不存在. 

三、极限的四则运算 

如果 lim ( )f x A= ， lim ( )g x B= ，则有 

（1）  lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )f x g x f x g x A B =  =  ； 

（2）  lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )f x g x f x g x A B =  =  ； 

（3）  lim ( ) lim ( )cf x c f x= ，其中c为常数；

（4）    lim ( ) lim ( )
n n

f x f x= ，其中n为正整数；

（5）
( ) lim ( )

lim
( ) lim ( )

f x f x A

g x g x B
= = ，其中 lim ( ) 0g x  . 

例 4. 计算
1

lim(3 1)
x

x
→

+ .
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解：原式
1 1 1

lim3 lim1 lim(3 1) 1 3 1 4
x x x

x
→ → →

= + =  + = + = . 

例 5. 计算
3

22

1
lim

5 3x

x

x x→

−

− +
. 

解：原式

3

2

2

2

lim( 1)

lim( 5 3)

x

x

x

x x

→

→

−
=

− +
 

3

2 2

2

2 2 2

lim lim1

lim 5lim lim3

x x

x x x

x

x x

→ →

→ → →

−
=

− +
 

3

2

2 1 7

2 10 3 3

−
= = −

− +
. 

例 6. 计算
2

22

3 2
lim

4x

x x

x→

− +

−
. 

解：原式
2

( 1)( 2)
lim

( 2)( 2)x

x x

x x→

− −
=

+ −
 

2

1
lim

2x

x

x→

−
=

+
 

1

4
= . 

注：此方法利用基本代数运算中的因式分解，消去零因子，以后在计算极限时能化简

一定先化简，能简化计算. 

例 7. 计算
3 2

3 2

4 3 1
lim

3 4 7x

x x

x x→

+ +

+ −
. 

解：原式

3 2

3

3 2

3

4 3 1

lim
3 4 7x

x x

x

x x

x

→

+ +

=
+ −

 

3

3

3 1
4

4
lim

4 7 3
3

x

x x

x x

→

+ +

= =

+ −

. 
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例 8. 计算
2

3 2

7 1
lim

3 2x

x x

x x→

− −

− +
. 

解：原式

2

3 2 3

3 2

33

7 1 7 1 1

lim lim 0
3 23 2

1
x x

x x

x x x x

x x

x xx

→ →

− −
− −

= = =
− +

− +

. 

例 9. 计算
3 2

2

6 3 1
lim

3 1x

x x

x x→

− −

− −
. 

解：原式

3 2

3

2

3

6 3 1

lim
3 1x

x x

x

x x

x

→

− −

=
− −

3

2 3

3 1
6

lim
3 1 1x

x x

x x x

→

− −

= = 

− −

. 

例 7、例 8 和例 9 是下列一般情形的特例，即当 0 0a  ， 0 0b  ，m 和n为非负

整数时，有 

1

0 1 0

1

0 1 0

0

lim
m m

m

n nx
n

n m

a x a x a a
n m

b x b x b b

n m

−

−→

 


+ + + 
= =

+ + + 
 

，当 ，

，当 ，

，当 ，

 

这类题型主要解决的是 x →且是“



”型未定式时使用，在上述 3 个例子中

采用的是分子分母同时除以最高次幂计算，这类方法也称为“抓大头”，为了计算简便，

记住以上结论直接使用即可. 

例 10. 计算
3

2

3
lim

2 1x

x x

x x→

+

+ +
. 

解：原式

1

3

2

3
lim 0

2 1x

x x

x x→

+
= =

+ +
. 
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例 11. 计算
2 2lim( 1 1)

x
x x

→
+ − − . 

解：原式
2 2 2 2

2 2

( 1 1)( 1 1)
lim

1 1x

x x x x

x x→

+ − − + + −
=

+ + −
 

2 2

2
lim 0

1 1x x x→
= =

+ + −
. 

例 12. 计算
e 1

lim
3

x

xx→+

+

 −
. 

解：原式

e 1

lim
1

x

x

x
x

x

→+

+

=
 −



 

e 1

lim 0
1

1

x x

x
x→+

   
+   

    = =
 

−  
 

. 

四、极限存在准则 

准则一：夹逼准则 

1.如果数列{ na }，{ nb }，{ nc }满足下列条件 

（1）从某项起，即存在 0n N+ ，当 0n n 时，有 n n na b c≤ ≤ ； 

（2） lim limn n
n n

a a c a
→ →

= =， . 

那么数列{ nb }的极限存在，且 lim n
n

b a
→

= . 

准则二：单调有界准则 

如果数列{ na }满足条件 

1 2 3 1n na a a a a +≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ， 

就称数列{ na }是单调增加的；如果数列{ na }满足条件 

1 2 3 1n na a a a a +≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ， 
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就称数列{ na }是单调减少的.单调增加和单调减少的数列统称为单调数列.

单调有界数列必有极限（单调递增有上界，单调递减有下界）. 

注：单调有界准则只适用于数列，不适用于一般函数，如函数 

1 0 1
( )

1 1 0

x x
f x

x x

+
= 

− −  

，≤ ≤

，
是单调有界函数，但在 0x = 处无极限. 

例 13. 计算 2 2 2

1 1 1
lim .

2n
n

n n n n→+

 
+ + + 

+  +  +  

解：设 2 2 2

1 1 1

2
ny n

n n n n

 
= + + + 

+  +  +  
，因为 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
nn y n

n n n n n n n n n

   
+ + + + + +   

+  +  +  +  +  +    
≤ ≤ ， 

即

2 2

2 22 2 2

1 1 1

1 2

n n
n

n n nn n n n

 
+ + + 

+  + + + + 
≤ ≤ ， 

又因为
2 2

2 2
lim 1 lim 1

n n

n n

n n n→+ →+
= =

+  + 
， ， 

所以由夹逼准则可得 2 2 2

1 1 1
lim 1

2n
n

n n n n→+

 
+ + + = 

+  +  +  
. 

五、两个重要极限 

1. 第一重要极限

第一重要极限的常见形式形如
0

sin
lim 1
x

x

x→
= 或

1
lim sin 1
x

x
x→

= ； 

推广形式
( ) 0

sin ( )
lim 1

( )x

x

x



→
= ，式中不管自变量 x的变化趋势如何，只要在自变量

的变化趋势下 ( ) 0x →  ( ( ) 0x +→ 或 ( ) 0x −→ 时亦可)即可. 

2. 第二重要极限

第二重要极限的常见形式形如

1

0
lim(1 ) ex

x
x

→
+ = 或

1
lim 1 e

x

x x→

 
+ = 

 
； 
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推广形式  
1

( )

( ) 0
lim 1 ( ) ex

x
x 




→
+ = （ ( ) 0x +→ 或 ( ) 0x −→ 时亦成立）或

( )

( )

1
lim 1 e

( )

x

x x



 →

 
+ = 

 
（ ( )x → +或 ( )x → −时亦成立）. 

例 14. 计算
0

tan
lim .
x

x

x→
 

解：原式
0

sin
lim

cosx

x

x x→
=  

0

sin 1
lim 1

cosx

x

x x→
=  = . 

例 15. 计算
21

sin( 1)
lim .

1x

x

x→

−

−
 

解：原式
1

sin( 1) 1
lim

1 1x

x

x x→

−
= 

− +
 

1 1

sin( 1) 1 1
lim lim

1 1 2x x

x

x x→ →

−
=  =

− +
. 

例 16. 计算
0

sin 3
lim .

15x

x

x→
 

解：原式
0

1 sin 3 1
lim .

5 3 5x

x

x→
=  =  

例 17. 计算
0

lim cot
x

x x
→

. 

解：原式
0

1
lim

tanx
x

x→
=  

  
0

cos
lim

sinx

x
x

x→
=  

  
0 0

lim limcos 1
sinx x

x
x

x→ →
=  = . 

例 18. 计算
1

lim 1

x

x x→

 
− 

 
. 
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解：原式

( 1)

11
lim 1 e

x

x x

−  −

−

→

 
= − = 

 
. 

例 19. 计算

1
1

lim .
3

x

x

x

x

+

→

− 
 

+ 

解：原式

3 4
( 1)

4 34
lim 1

3

x
x

x

x x

+ −
  +

− +

→

− 
= + 

+ 

4( 1)
lim

43e ex

x

x→

− +

−+= = . 

例 20. 计算

1

2

2
lim

2

x

x

x −

→

 
 
 

. 

解：原式

1

2

2

2 2
lim

2

x

x

x −

→

+ − 
=  

 

2 1
1

2 2
2

2

2
lim 1 e

2

x

x

x


−

→

− 
= + = 

 

. 

例 21. 计算

1

sin

0
lim(1 2 ) .x

x
x

→
+

解：原式
1 1

2
2 sin

0
lim(1 2 )

x
x x

x
x

 

→
= +

0

2
lim

2sine ex

x

x→= = . 

例 22. 设
2

lim 8

x

x

x a

x a→

+ 
= 

− 
，求a . 

解：因为
2 3

lim lim

x x

x x

x a x a a

x a x a→ →

+ − +   
=   

− −   

3
lim 1

x

x

a

x a→

 
= + 

− 

3

33
lim 1

x a a
x

a x a

x

a

x a

−
 

−

→

 
= + 

− 
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3
lim

3e e 8x

ax

ax a→ −= = = ， 

所以 ln 2a = . 

六、无穷小量与无穷大量 

1. 无穷小量

如果函数 ( )f x 当 0x x→ （或 x →）时的极限为零，则称函数 ( )f x 为当 0x x→

（或 x →）时的无穷小量，简称无穷小. 

注：无穷小不能与一个很小很小的常数混为一谈，0 是唯一可以作为无穷小的常数. 

2. 无穷小的性质

（1）有限个无穷小的和、差、积还是无穷小； 

（2）常数与无穷小的乘积是无穷小； 

（3）有界函数与无穷小的乘积是无穷小. 

3. 无穷大量

如果当 0x x→ （或 x →）时，函数 ( )f x 的绝对值无限增大，那么称函数 ( )f x

为当 0x x→ （或 x →）时的无穷大量，简称无穷大. 

4. 无穷小量与无穷大量的关系

在自变量的同一变化过程中，如果 ( )f x 为无穷大，则
1

( )f x
为无穷小；反之，如

果 ( )f x 为无穷小且 ( ) 0f x  ，则
1

( )f x
为无穷大. 

例 23. 当 0x → 时，下列变量为无穷小量的是（ ）. 

A.
1

sin
x

   B. cos x C.sin
2

x
D. arccos x

解：C 项：因为
0

limsin 0
2x

x

→
= ，所以当 0x → 时，sin

2

x
是无穷小量，故 C 项正确. 

A 项：
0

1
limsin
x x→

显然为有界变量，故排除. 

B 项：因为
0

limcos 1 0
x

x
→

=  ，所以当 0x → 时，cos x不是无穷小量，故排除. 
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D 项：因为
0

limarccos 0
2x

x
→


=  ，所以 0x → 时，arccos x不是无穷小量，故排

除. 

故本题答案为 C 项. 

例 24. 计算
0

1
lim sin
x

x
x→

. 

解：因为
1

0 sinx
x

→ ， 是有界函数，且
0

lim 0
x

x
→

= ，所以
0

1
lim sin 0
x

x
x→

= . 

例 25. 计算
2

lim (2 cos )
1x

x
x

x→
+

+
.

解：因为
2

lim 0
1x

x

x→
=

+
， lim(2 cos )

x
x

→
+ 为有界函数，

故由 0×有界量为无穷小得
2

lim (2 cos ) 0
1x

x
x

x→
+ =

+
. 

例 26. 计算
3

4

( 2 5)(1 cos 2sin )
lim

2 25x

x x x x

x x→

− + + −

+ −
. 

解：原式
3

4

2 5
lim lim(1 cos 2sin )

2 25x x

x x
x x

x x→ →

− +
=  + −

+ −
， 

显然
3

4

2 5
lim 0

2 25x

x x

x x→

− +
=

+ −
， lim(1 cos 2sin )

x
x x

→
+ − 为有界量，

故
3

4

( 2 5)(1 cos 2sin )
lim 0

2 25x

x x x x

x x→

− + + −
=

+ −
. 

5. 无穷小量的比较

设 ， 均为自变量同一趋向下的无穷小，且 0  ，

（1）如果 lim 0



= ，则称 是比 的高阶无穷小，记作 ( )o = ； 

（2）如果 lim



= ，则称 是比 的低阶的无穷小； 

（3）如果 lim 0c



=  ，则称 与 是同阶无穷小； 
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（4）如果 lim 1



= ，则称 与 是等价无穷小，记作 ~ .   

6. 当 0x → 时，常用的等价无穷小量如下 

（1）sin ~x x；     （2） tan ~x x； 

（3）arcsin ~x x ；     （4）arctan ~x x； 

（5）e 1 ~x x− ；     （6） ln(1 ) ~x x+ ； 

（7）
1

1 1 ~n x x
n

+ − ；    （8）
21

1 cos ~
2

x x− ； 

（9）
31

sin ~
6

x x x− ；    （10）
31

tan ~
3

x x x− ； 

（11）
31

tan sin ~
2

x x x− . 

注：（1）以上等价无穷小量，都有对应的推广形式，如 ( ) 0x → 时， 

sin ( ) ~ ( )x x  ， tan ( ) ~ ( )x x  ，arcsin ( ) ~ ( )x x  等. 

（2）等价无穷小只有当它作为乘积因子或者商的形式时才能替换，在和、差项中

不能等价替换. 

例 27. 当 0x → 时，下列各无穷小量与 x相比是高阶无穷小量的是（  ）. 

A. 22x x+    B. 2sin x    C. sinx x+    D. 2 sinx x+  

解：B 项：
2 2

0 0

sin
lim lim 0
x x

x x

x x→ →
= = ，故当 0x → 时， 

2sin x 是 x的高阶无穷小量，故 B 项正确. 

A 项：
2

0 0

2
lim lim(2 1) 1
x x

x x
x

x→ →

+
= + = ，故当 0x → 时， 

22x x+ 是 x 的等价无穷小量. 

C 项：
0 0

sin sin
lim lim 1 2
x x

x x x

x x→ →

+  
= + = 

 
，故当 0x → 时， 

sinx x+ 是 x的同阶非等价无穷小量. 
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D 项：

2

0 0

sin sin
lim lim 1
x x

x x x
x

x x→ →

+  
= + = 

 
， 

故当 0x → 时，
2 sinx x+ 是 x的等价无穷小量. 

故本题答案为 B 项. 

例 28. 计算
20

sin 2 ( 1 1)
lim

tan 3x

x x

x→

+ −
.

解：原式
20

1
2

12lim
(3 ) 9x

x x

x→



= = . 

例 29. 计算

2

0

e 1
lim

cos 1

x

x x→

−

−
. 

解：原式

2

0 2

lim 2
1

2

x

x

x
→

= = −

−

. 

例 30. 计算
0

ln(1 sin )
lim

sin(tan )x

x

x→

+
. 

解：原式
0 0

sin
lim lim 1

tanx x

x x

x x→ →
= = = . 

例 31. 计算
3 20

sin tan
lim

( 1 1)( 1 sin 1)x

x x

x x→

−

+ − + −
. 

解：(法一)原式
0 2

tan (cos 1)
lim

1 1
sin

3 2

x

x x

x x
→

−
=



2

0 3

1

2
lim 3

1

6

x

x x

x
→

 
 − 

 
= = − . 

（法二）原式
3 20

(tan sin )
lim

( 1 1)( 1 sin 1)x

x x

x x→

− −
=

+ − + −
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3 3

0 02 3

1 1

2 2lim lim 3
1 1 1

sin
3 2 6

x x

x x

x x x
→ →

− −

= = = −



. 

注：
3 32 20 0

sin tan
lim lim 0

( 1 1)( 1 sin 1) ( 1 1)( 1 sin 1)x x

x x x x

x x x x→ →

− −
= =

+ − + − + − + −
是错误的，

因为等价无穷小只能在乘积因子或商当中才能替换. 

七、求极限的方法总结 

到此为止，极限的计算除洛必达法则以外，其余方法均已介绍，下面就本节所学

做如下归纳总结： 

1. 消零因子法（适用于 0x x→ 时，
0

0
型） 

例 32. 计算
24

4
lim

3 4x

x

x x→

−

− −
. 

解：原式
4

4
lim

( 4)( 1)x

x

x x→

−
=

− +
 

4

1 1
lim

1 5x x→
= =

+
. 

例 33. 计算
2

21

2 1
lim

1x

x x

x→

− +

−
. 

解：原式
2

1

( 1)
lim

( 1)( 1)x

x

x x→

−
=

+ −
 

  
1

1
lim 0

1x

x

x→

−
= =

+
. 

2. 有理化法（适用于带有无理根式的极限问题） 

例 34. 计算
0

sin 4
lim

2 2x

x

x→ + −
. 

解：原式
0

sin 4 ( 2 2)
lim

( 2 2)( 2 2)x

x x

x x→

+ +
=

+ − + +
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0

4 ( 2 2)
lim
x

x x

x→

+ +
=

0
lim 4( 2 2) 8 2
x

x
→

= + + = . 

3. 通分法（适用于“ − ”）（常结合洛必达法则使用）

例 35. 计算 30

1 12
lim

2 8x x x→

 
− 

− − 
. 

解：原式

2

20

2 4 12
lim

( 2)( 2 4)x

x x

x x x→

+ + −
=

− + +

20

( 2)( 4)
lim

( 2)( 2 4)x

x x

x x x→

− +
=

− + +

20

4
lim 1

2 4x

x

x x→

+
= =

+ +
. 

4. 等价无穷小的替换

例 36. 计算

2

0

2arctan
lim

ln(1 3 )x

x

x x→ +
. 

解：原式
2

20

2 2
lim

3 3x

x

x→
= = . 

5. 利用左右极限求分段函数在分段点的极限

例 37. 设

2 2 0
( )

1 e 0 x

x x
f x

x

 + 
= 

−

，

，≥
，求

00 0
lim ( ) lim ( ) lim ( )

xx x
f x f x f x

− + →→ →
， ， . 

解：
2

0 0
lim ( ) lim( 2) 2
x x

f x x
− −→ →

= + = ；
0

lim(1 e ) 0x

x +→
− = ， 

显然
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

 ，故
0

lim ( )
x

f x
→

极限不存在. 

注：对于分段函数而言，极限存在的充要条件为左极限等于右极限等于一个常数，即

0 0
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x A
− +→ →

= = . 
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第三节 连续与间断 

本节学习目标 

1. 理解函数连续与间断的定义，理解函数间断点的分类，会利用连续性求极限，会判

别函数间断点的类型.  

2. 理解闭区间上连续函数的有界性定理、最值定理、介值定理，并会用上述定理推证

一些简单命题. 

一、函数的连续性 

1. 连续的定义 

 设函数 ( )f x 在点 0x 的某一邻域内有定义，如果 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= ， 

则称函数 ( )y f x= 在点 0x 连续，否则称 0x 为 ( )f x 的间断点. 

注：函数在某点连续必须同时具备下列条件： 

（1） ( )f x 在点 0x 处有定义，即 0( )f x 存在； 

（2）极限
0

lim ( )
x x

f x
→

存在； 

（3）
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= . 

2. 左连续与右连续 

如果
0

lim ( )
x x

f x
−→

极限存在，且等于 0( )f x ，即 

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
−→

= ， 

那么就说函数 ( )f x 在点 0x 左连续.如果
0

lim ( )
x x

f x
+→

极限存在，且等于 0( )f x ，即 

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
+→

= ， 

那么就说函数 ( )f x 在点 0x 右连续. 

函数 ( )y f x= 在点 0x 处连续的充要条件是函数 ( )y f x= 在点 0x 处左连续且右

连续，即 
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0 0

0lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x f x
− +→ →

= = . 

注：一切初等函数在其定义区间内都是连续的. 

例 1. 已知函数

3e 0

( ) 1    0

cos 0.

x x

f x x

x x

 


= =
 

， ，

， ，

，

在 0x = 处是否连续？ 

解：由题可知，
3

0 0
lim ( ) lim e 1x

x x
f x

− −→ →
= = ， 

0 0
lim ( ) lim cos 1
x x

f x x
+ +→ →

= = ， (0) 1f = ， 

显然
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
x x

f x f x f
− +→ →

= = ， 

所以 ( )f x 在 0x = 处连续. 

例 2. 设

1
sin      0

( )              0

1
sin 1  0

x x
x

f x k x

x x
x





= =


 + 


， ，

， ，

， .

试确定常数 k 的值，使 ( )f x 在定义域内连续.

解：由题意可知， ( )f x 在定义域内连续，所以
0 0

lim ( ) lim ( ) (0)
x x

f x f x f
− +→ →

= = ， 

又因为
0 0 0

1 1
lim ( ) lim sin lim 1
x x x

f x x x
x x− − −→ → →

= = = ， 

0 0

1
lim ( ) lim sin 1 1
x x

f x x
x+ +→ →

 
= + = 

 
， (0)f k= ， 

所以 1k = . 

二、函数的间断点 

1. 定义

设函数 ( )f x 在点 0x 的某去心邻域内有定义，如果函数有下列三种情形之一.

（1）在 0x x= 处没有定义； 

（2）虽在 0x x= 处有定义，但
0

lim ( )
x x

f x
→

不存在； 
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（3）虽在 0x x= 处有定义，且
0

lim ( )
x x

f x
→

存在，但
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

 ， 

则函数 ( )f x 在点 0x 处不连续，而点 0x 称为函数 ( )f x 的不连续点或间断点. 

2. 分类 

（1）第一类间断点 

设点 0x 是函数的间断点，如果函数在点 0x 处的左右极限都存在，则称 0x 为函数

( )f x 的第一类间断点. 

如果函数 ( )f x 在点 0x 处
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x A
− +→ →

= = ，但函数 ( )f x 在点 0x 处无

定义或者极限值不等于函数值时，称 0x 为函数 ( )f x 的可去间断点（如下图 3-1 所示）. 

    

图 3-1           图 3-2 

如果函数 ( )f x 在点 0x 处左右极限都存在，但是不相等，称 0x 为函数 ( )f x 的跳跃

间断点（如上图 3-2 所示）. 

（2）第二类间断点 

不是第一类间断点的任何间断点（左极限和右极限至少有一个不存在），称为第二

类间断点.常见的第二类间断点有无穷间断点和振荡间断点. 

如果函数 ( )f x 在点 0x 处左右极限至少有一个为无穷大，称 0x 为函数 ( )f x 的无

穷间断点（如下图 3-3 所示）. 

y=
x2 1

x 1
2

1

y

O x

1

1

y=
x

x

y

O x
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图 3-3 图 3-4 

如果函数 ( )f x 的值在某个区间来回波动，称 0x 为函数 ( )f x 的振荡间断点（如上

图 3-4 所示）. 

注：初等函数无定义的点一定是间断点，而分段函数的分段点疑是间断点，需要用连

续的充要条件去判断. 

例 3. 讨论函数

2 1
( )

( 1)

x
f x

x x

−
=

−
的间断点. 

解：由题意可知， ( )f x 无定义的点为 1x = ， 0x = ， 

显然
11 1

lim ( ) lim ( ) lim ( )
xx x

f x f x f x
− + →→ →

= =

2

1 1 1

1 ( 1)( 1) 1
lim lim lim 2

( 1) ( 1)x x x

x x x x

x x x x x→ → →

− + − +
= = = =

− −
， 

故 1x = 为函数 ( )f x 的可去间断点.

又因为

2

0 0 00 0

1 1
lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim lim

( 1)x x xx x

x x
f x f x f x

x x x− + → → →→ →

− +
= = = = = 

−
， 

故 0x = 为函数 ( )f x 的无穷间断点. 

例 4. 讨论函数

1  0

( ) 0       0

1  0

x x

f x x

x x

− 


= =
 + 

，

，

，

的间断点. 

解：由题意可知，
0 0

lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
− −→ →

= − = − ，
0 0

lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
+ +→ →

= + = ， 

y=tanx

π

π

2

π

2π

y

O x

y=sin
1

x

2

π

1

1

y

O x
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故
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

 ，但各自极限均存在， 

所以 0x = 为函数 ( )f x 的跳跃间断点. 

例 5. 讨论函数
1

1
( )

e 2x

f x =

+

的间断点并判断其类型. 

解：由题意可知，函数无定义的点为 0x = ，且
1

0 0

1 1
lim ( ) lim

2
e 2

x x
x

f x
− −→ →

= =

+

， 

1
0 0

1
lim ( ) lim 0

e 2
x x

x

f x
+ +→ →

= =

+

，故
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

 ， 

所以 0x = 为 ( )f x 的跳跃间断点. 

三、闭区间上连续函数的性质 

1. 最值定理 

若 ( )f x 在闭区间 a b， 上连续，则 ( )f x 在该区间上一定能取得最大值和最小值. 

如 ( ) 2 1f x x= + 在 0 1， 上连续，则最大值为  max ( ) 3f x = ，最小值为

 min ( ) 1f x = . 

2. 有界性定理 

若 ( )f x 在闭区间 a b， 上连续，则 ( )f x 在该区间上一定有界. 

如 ( ) 2sinf x x= 在 ( )− + ， 上连续，则 ( ) 2f x ≤ . 

3. 零点定理 

设函数 ( )f x 在闭区间 a b， 上连续，且 ( )f a 与

( )f b 异号(即 ( ) ( ) 0f a f b  )，那么在开区间 ( )a b，

内至少有一点 ，使得 ( ) 0f  = （如右图 3-5）. 

 

图 3-5 

4. 介值定理 

设函数 ( )f x 在闭区间 a b， 上连续，且 ( ) ( )f a A f b B= =， ( ).A B 那么对

y=f(x)

b

a

y

O x
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于 A与 B 之间的任意一个数C ，在开区间 ( )a b， 内至少有一点 ，使得 ( )f C =

( a b  ). 

将最大值和最小值定理结合起来，容易得到以下推论. 

推论：设函数 ( )f x 在 a b， 上连续，且 max ( ) min ( )
a x ba x b

M f x m f x= =
≤ ≤≤ ≤

， ，

m M≤ ≤ ，则存在  a b  ， ，使得 ( )f  = . 

注：闭区间上连续函数的性质常结合微分中值定理与导数的应用考查. 

例 6. 证明方程 3 24 1 0x x− + = 在区间 (0 1)， 内至少有一个根.

证明：令
3 2( ) 4 1f x x x= − + ，显然该函数在 (0 1)， 上连续，

且 (0) 1f = ， (1) 2f = − ，易得 (0) (1) 0f f  ， 

由零点定理可得 ( )f x 在 (0 1)， 上至少存在一个零点，

即 3 24 1 0x x− + = 在区间 (0 1)， 内至少有一个根.

例 7. 证明函数 ( ) e 2xf x x= − − 至少有一个根介于 0 和 2 之间. 

证明：由题可知，显然该函数在 (0 2)， 上连续，

且 (0) 1f = − ， 2(2) e 4f = − ，易得 (0) (2) 0f f  ， 

由零点定理可得 ( )f x 在 (0 2)， 上至少存在一个零点，

即函数 ( ) e 2xf x x= − − 至少有一个根介于 0 和 2 之间. 

例 8. 设函数 ( )f x 在 a b， 上连续，其中 1 2 3a x x x b≤ ≤ ≤ ≤ ，证明：在闭区间

 a b， 上必存在一点 ，使得 1 2 3( ) 2 ( ) 3 ( )
( )

6

f x f x f x
f 

+ +
= . 

证明：由题可知，因为函数 ( )f x 在 a b， 上连续，

所以由最值定理可得 ( )f x 在  a b， 上存在最大值记为M 以及最小值记为m ， 

又因为 1 2 3a x x x b≤ ≤ ≤ ≤ ， 

所以易得 1( )m f x M≤ ≤ ， 2( )m f x M≤ ≤ ， 3( )m f x M≤ ≤ ， 

即 22 2 ( ) 2m f x M≤ ≤ ， 33 3 ( ) 3m f x M≤ ≤ ， 
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则 1 2 36 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 6m f x f x f x M+ +≤ ≤ ，  

易得 1 2 3( ) 2 ( ) 3 ( )

6

f x f x f x
m M

+ +
≤ ≤ ，由介值定理可得在闭区间 a b， 上 

必存在一点 ，使得 1 2 3( ) 2 ( ) 3 ( )
( )

6

f x f x f x
f 

+ +
= .
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第一节 导数 

本节学习目标 

1. 理解导数的定义及几何意义，会根据定义求函数的导数.

2. 理解函数的可导与连续的关系.

3. 熟练掌握基本初等函数的导数公式、导数的四则运算法则、复合函数求导法则、隐

函数求导法、对数求导法及参数方程求导法，了解反函数的求导法则. 

4. 了解高阶导数的概念，熟练掌握初等函数的一阶和高阶导数的求法.

5. 理解微分的定义、可微与可导的关系，了解微分的四则运算法则及一阶微分形式的

不变性；会求函数的微分. 

一、导数的概念 

1. 函数在一点处的导数定义

设函数 ( )y f x= 在点 0x 的某个邻域内有定义，当自变量 x 在 0x 处取得增量 x

(点 0x x+  仍在该邻域内)时，相应地，因变量取得增量 0 0( ) ( )y f x x f x = +  − ；如

果当 0x → 时， y 与 x 之比的极限存在，则称函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，并称

这个极限为函数 ( )y f x= 在点 0x 处的导数，记为 0( )f x ，即 

0 0
0

0 0

( ) ( )
( ) lim lim

x x

f x x f xy
f x

x x →  →

+  −
 = =

 
， 

也可记作
0x xy =

 ，
0

d

d x x

y

x =

或
0

d ( )
.

d x x

f x

x =

函数 ( )f x 在点 0x 处可导有时也说成 ( )f x 在点 0x 具有导数或导数存在. 

导数的定义式也可取不同的形式，常见的有 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
 = ， 

和 
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0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
 =

−
， 

式中的h 即自变量的增量 .x  

例 1. 已知
0

( ) ( )
lim 1
x

f x x f x x

x →

+  − − 
=


，求 ( ).f x  

解：原式
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
x

f x x f x f x x f x

x →

+  − − −  +
=


 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim 2 ( ) 1
x x

f x x f x f x f x x
f x

x x →  →

+  − − − 
= + = =

 
， 

所以
1

( )
2

f x = . 

例 2. 设 2( ) 2f x x= ，试按定义求 ( 1)f  − . 

解：
0

( 1 ) ( 1)
( 1) lim

x

f x f
f

x→

− + − −
 − =  

2

0 0

2( 1 ) 2
lim lim( 4 2 ) 4
x x

x
x

x→ →

− + −
= = − + = − . 

2. 左导数与右导数 

根据函数 ( )f x 在点 0x 处导数 0( )f x 的定义，导数 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h→

+ −
 = ， 

是用极限来描述的，而极限存在的充分必要条件是左右极限都存在并且相等，因此

0( )f x 存在即 ( )f x 在点 0x 处可导的充要条件是左右极限 

0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h−→

+ −
及 0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h+→

+ −
 

都存在且相等，这两个极限分别称为函数 ( )f x 在点 0x 处的左导数和右导数，记作

0( )f x−
 和 0( )f x+

 ，即 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h−−
→

+ − = ， 
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0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h++
→

+ − = . 

因此，函数 ( )f x 在点 0x 处可导的充分必要条件是左导数 0( )f x−
 和右导数 0( )f x+

 都

存在且相等，即 

0 0( ) ( )f x f x− +
 = . 

例 3. 判断函数

2 1
( )

2 1 1

x x
f x

x x


= 

− 

， ≤

， 
在 1x = 处是否可导. 

解：由题可知，因为 (1) 1f = ， 

当 1x  时，
2( )f x x= ， 

则
2

1 1

( ) (1) 1
(1) lim lim

1 1x x

f x f x
f

x x− −−
→ →

− − = =
− −

1 1

( 1)( 1)
lim lim( 1) 2

1x x

x x
x

x− −→ →

+ −
= = + =

−
， 

当 1x  时， ( ) 2 1f x x= − ， 

则
1 1

( ) (1) 2 1 1
( ) lim lim

1 1x x

f x f x
f x

x x+ −+
→ →

− − − = =
− −

1

2( 1)
lim 2

1x

x

x−→

−
= =

−
，显然 (1) (1) 2f f− +

 = = ， 

故 ( )f x 在 1x = 处可导.

例 4. 判断函数 y x= 在 0x = 处是否可导.

解：由题可知，
0

0

x x
y x

x x


= = 

− 

， ≥

，
，当 0x = 时， 0y = ，

0x  时， y x= − ， 

则
0 0

( ) (0) 0
(0) lim lim 1

0 0x x

y x y x
y

x x− −−
→ →

− − − = = = −
− −

， 

0x  时， y x= ， 
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则
+ ++

0 0

( ) (0) 0
(0) lim lim 1

0 0x x

y x y x
y

x x→ →

− − = = =
− −

， 

显然 +(0) (0)y y−
  ，故 y x= 在 0x = 处不可导. 

注：和左右极限类似，左右导数也是判断分段函数在分段点处是否可导的重要方法. 

二、导数的几何意义 

函数 ( )y f x= 在点 0x 处的导数
0( )f x 在几何上表示曲线 ( )y f x= 在点

0 0( ( ))M x f x， 处的切线的斜率，即 

0( ) tanf x  = ， 

其中 是切线的倾斜角，如图 2-1. 

 

根据导数的几何意义及直线的点斜式方程，可得

曲线 )(xfy = 在点 0 0( ( ))M x f x， 处的切线方程为 

0 0 0( )( )y y f x x x− = − .       图 2-1   

过切点 0 0( ( ))M x f x， 且与切线垂直的直线叫做曲线 ( )y f x= 在点M 处的法线.如果

0( ) 0f x  ，法线方程斜率为
0

1

( )f x
−


，从而法线方程为 

0 0

0

1
( )

( )
y y x x

f x
− = − −


. 

例 5. 已知 2y x x= + ，求 y 在点 (1 2)， 的切线方程和法线方程. 

解：因为点 (1 2)， 满足 2y x x= + 方程，且
1 1

(2 1) 3
x x

k y x
= =

= = + =切
， 

所以切线方程为 2 3( 1)y x− = − ，即 3 1y x= − ； 

法线斜率
1 1

3
k

k
= − = −

法

切

，所以法线方程为
1

2 ( 1)
3

y x− = − − ，则
1 7

3 3
y x= − + . 

例 6. 曲线 sin 2 1y x x= + + ，在点P 处的切线方程是3 1 0x y− + = ，则切点 P 的坐

标是   . 

M（x0，y0）

切线

α）
O

y

x
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解：由题可知，设 P 点坐标为 0 0( )x y， ，切线斜率
3

3
1

k = − =
−

切 ， 

由导数的几何意义可知， 0 0( ) cos 2 3k y x x= = + =切 ，易解得 0 2x k= ， 

当 0k = 时，切点为 (0 )， ，此时切线方程为3 1 0x y− + = ； 

当 0k  时，切点为 (2 4 )k k  +， ，不满足切线方程， 

综上所述：切点坐标为 (0 )， .

例 7. 过点 ( 1 1)− −， 与曲线 exy x= + 相切的直线方程.

解：由题可知， ( 1 1)− −， 点不在曲线 exy x= + 上，设切点为 0

0 0( e )
x

x x+， ， 

因为在切点处切线斜率等于在该切点处的导数值， 

故切线斜率由两点式可得
0

0

0

e ( 1)

( 1)

x
x

k
x

+ − −
=

− −
切 ， 

在切点处曲线的导数值为 0

0( ) e 1
x

y x = + ， 

所以
0

00

0

e 1
e 1

1

x
xx

x

+ +
= +

+
，解得 0 0x = ，故切点为 (0 1)， ， 

所以切线方程为 1 2( 1)y x+ = + ，即 2 1y x= + . 

注：求切线方程的步骤：先判断给的点是否为切点（将点代入曲线方程即可），若满足

曲线方程该点为切点，不满足曲线方程则需要令设切点. 

三、函数的可导性与连续性的关系 

如果函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，则 ( )f x 在点 0x 处必连续，但反之不一定成立，

即函数 ( )y f x= 在点 0x 处连续，它在该点不一定可导. 

例 8. 讨论函数
2 1
sin 0

( )

0     0

x x
f x x

x




= 
 =

，

，

在 0x = 处的连续性和可导性. 

解：因为
2

0 00 0

1
lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim sin 0

x xx x
f x f x f x x

x+ − → →→ →
= = = = ， 

且 (0) 0f = ，故
0 0

lim ( ) lim ( ) (0) 0
x x

f x f x f
+ −→ →

= = = ， 
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所以 ( )f x 在 0x = 处连续； 

又因为

2

0 0 0

1
sin 0

( ) (0) 1
(0) lim lim lim sin 0

0x x x

x
f x f xf x

x x x− − −−
→ → →

−
−

 = = = =
−

， 

故左导数存在，又

2

0 0 0

1
sin 0

( ) (0) 1
(0) lim lim lim sin 0

0x x x

x
f x f xf x

x x x+ + ++
→ → →

−
−

 = = = =
−

， 

所以 (0) (0) 0f f− +
 = = ，则

1
sin 0

( )

0         0

x x
f x x

x




= 
 =

，

，

在 0x = 处可导. 

例 9. 设函数

2 1
( )

 1

x x
f x

ax b x


= 

+ 

， ≤

，
，求a，b 为何值时，使 ( )f x 在 1x = 可导. 

解：由题可知，因为 ( )f x 处处可导， 

所以 (1) (1)f f− +
 = ，且在 1x = 处连续， 

由连续充要条件易知
1 1

lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
+ −→ →

= = ， 

故
1 1

lim ( ) lim( )
x x

f x ax b a b
+ +→ →

= + = + ，
2

1 1
lim ( ) lim 1
x x

f x x
− −→ →

= = ， 

易得 1a b+ = ， 

又因为
1 1 1

( ) (1) 1 1 1
(1) lim lim lim

1 1 1x x x

f x f ax b ax a
f a

x x x+ + ++
→ → →

− + − + − −
 = = = =

− − −
， 

2

1 1 1

( ) (1) 1 ( 1)( 1)
(1) lim lim lim 2

1 1 1x x x

f x f x x x
f

x x x− − −−
→ → →

− − + −
 = = = =

− − −
， 

所以 2a = ，综上 2a = ， 1b = − . 

四、基本求导法则与导数公式 

1. 常数和基本初等函数的求导公式 

（1） ( ) 0C  = ；      （2）
1( )x x  − = ； 

（3）
1

( )
2

x
x

 = ；     （4）
2

1 1

x x

 
= − 

 
； 

（5） (sin ) cosx x = ；     （6） (cos ) sinx x = − ； 
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（7） 2(tan ) secx x = ；   （8） 2(cot ) cscx x = − ； 

（9） (sec ) sec tanx x x = ； （10） (csc ) csc cotx x x = − ；

（11） ( ) lnx xa a a = ； （12） (e ) ex x = ； 

（13）
1

(log )
ln

a x
x a

 = ； （14）
1

(ln )x
x

 = ； 

（15）
2

1
(arcsin

1
x

x


−
） = ； （16）

2

1
(arccos )

1
x

x
 = −

−
； 

（17）
2

1
(arctan )

1
x

x
 =

+
； （18）

2

1
(arccot )

1
x

x
 = −

+
. 

2. 函数的和、差、积、商的求导法则

设函数 ( )u u x= ， ( )v v x= 都可导，则 

（1） ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x   =  ； 

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x u x v x  = + ； 

（3） ( ) = ( )Cu x Cu x  （C 是常数）； 

（4）
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

u x u x v x u x v x

v x v x

    −
= 

 

（ ( ) 0v x  ）. 

上式法则（1）、（2）可推广到任意有限个可导函数的情形.例如，设 ( )u u x= 、

( )v v x= 、 ( )w w x= 均可导，则有 

( )u v w u v w   + − = + − ， 

( )uvw u vw uv w uvw   = + + . 

例 10. 已知 tany x= ，求 y .

解：
2

sin (sin ) cos sin (cos )
(tan )

cos (cos )

x x x x x
y x

x x

  −  = = = 
 

  

2 2
2

2 2

cos sin 1
sec

cos cos

x x
x

x x

+
= = = ， 



 

 

第 45 页 

第二章  导数与微分 

 

即 

2(tan ) secx x = . 

例 11. 已知 cscy x= ，求 .y  

解：
2

1 (1) sin 1 (sin )
(csc )

sin sin

x x
y x

x x

  −   = = = 
 

 

   
2

cos
cot csc

sin

x
x x

x

−
= = − ， 

即 

(csc ) cot cscx x x = − . 

例 12. 已知
3

4

7 2
12y x

x x
= + − + ，求 y . 

解： 3

4

7 2
12y x

x x

 
= + − + 

 
 

   3

4

7 2
( ) (12)x

x x

     = + − +   
   

 

   2 4 13 7 ( ) 2( )x x x− − = +  −  

   
2 5 23 7 ( 4) 2 ( 1)x x x− −= +  −  −  −   

   2

5 2

28 2
3x

x x
= − + . 

例 13. 已知 2 ln cosy x x x=   ，求
d

d

y

x
. 

解：
2d

( ln cos )
d

y
x x x

x
=    

    2 2 2( ) ln cos (ln ) cos ln (cos )x x x x x x x x x  =  + +  

    
2 21

2 ln cos cos ln ( sin )x x x x x x x x
x

=   +   +  −  

    22 ln cos cos ln sinx x x x x x x x=   +  −   . 
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例 14. 已知
23

5 5

x
y

x
= +

+
，求

0

d

d x

y

x =

. 

解：
2d 3

d 5 5

y x

x x

 
= + 

+ 

21 1
3 ( )

5 5
x

x

  = +  
+ 

2

3 2

(5 ) 5
x

x

−
= +

+

所以
0

d 3

d 25x

y

x =

= − . 

例 15. 已知
1 sin

1 cos

t
s

t

+
=

+
，求 s .

解：
1 sin

1 cos

t
s

t

+ 
 =  

+ 

  
2

(1 sin ) (1 cos ) (1 sin )(1 cos )

(1 cos )

t t t t

t

 + + − + +
=

+

  2

cos (1 cos ) (1 sin )( sin )

(1 cos )

t t t t

t

+ − + −
=

+

  
2

1 sin cos

(1 cos )

t t

t

+ +
=

+
. 

五、反函数的求导法则 

如果函数 ( )x f y= 在某区间内单调、可导且 ( ) 0f y  ，那么它的反函数

1( )y f x−= 在对应的区间内也可导，且 

1 1
( )

( )
f x

f y

−   =  
或

d 1

dd

d

y

xx

y

= . 

即反函数的导数等于其原函数导数的倒数. 
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例 16. 求函数 arcsin ( 1 1)y x x= −   的导数. 

解：因为 arcsiny x= 是 sinx y= 的反函数， 

sinx y= 显然在
π π

2 2

 
− 

 
， 上单调、可导， 

且
d

cos 0
d

x
y

y
=  ，因此在对应区间 ( 1 1)− ， 内有 

2 2

d 1 1 1 1

dd cos 1 sin 1
d

y

xx y y x
y

= = = =
− −

， 

即
2

1
(arcsin ) ( 1 1)

1
x x

x

 = −  
−

. 

类似地，可得到
2

1
(arccos ) ( 1 1)

1
x x

x

 = − −  
−

. 

例 17. 已知
2 sin 3ln

6
y x x x


= − + ，求反函数的导数 ( )x y . 

解：因为 2 2 3
sin 3ln 2 sin cos

6
y x x x x x x x

x

 
 = − + = + − 

 
， 

所以
2

1
( )

3
2 sin cos

x y

x x x x
x

 =

+ −

. 

六、复合函数的求导法则 

 如果 ( )u g x= 在点 x 处可导，而 ( )y f u= 在点 ( )u g x= 处可导，则复合函数

 ( )y f g x= 在点 x处可导，其导数为 

d
( ) ( )

d

y
f u g x

x
 =  或

d d d

d d d

y y u

x u x
=  . 

复合函数的求导法则可以推广到多个中间变量的情形.我们以两个中间变量为例，设

( )y f u= ， ( )u v= ， ( )v x= ，则 
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d d d

d d d

y y u

x u x
=  ， 

而
d d d

d d d

u u v

x v x
=  ，故复合函数   ( )y f x = 的导数为 

d d d d

d d d d

y y u v

x u v x
=   . 

当然，这里要求上式右端出现的导数在相应处都存在. 

例 18. 已知
2(3 1)e xy += ，求

d

d

y

x
. 

解：由题可知，
2(3 1)e xy += 可看作由 euy = ，

23 1u x= + 复合而成，因此

2(3 1)d d d
e 6 6 e

d d d

u xy y u
x x

x u x

+=  =  = . 

例 19. 已知 2siny x= ，求
d

d

y

x
. 

解：由题可知，
2siny x= 可看作由 2y u= ， sinu x= 复合而成，因此 

d d d
2 cos 2sin cos sin 2

d d d

y y u
u x x x x

x u x
=  =  = = . 

例 20. 已知
2

2
cos

1

x
y

x
=

+
，求

d

d

y

x
. 

解：由题可知，
2

2
cos

1

x
y

x
=

+
可看作由 cosy u= ，

2

2

1

x
u

x
=

+
复合而成， 

因为
d

sin
d

y
u

u
= − ，

2 2

2 2 2 2

d 2(1 ) 2 2 2(1 )

d (1 ) (1 )

u x x x x

x x x

+ −  −
= =

+ +

所以

2

2 2

d d d 2(1 )
sin

d d d (1 )

y y u x
u

x u x x

−
=  = − 

+

2

2 2 2

2( 1) 2
sin

(1 ) 1

x x

x x

−
= 

+ +
. 

例 21. 已知 ln cosexy = ，求 .y

解：由题可知， ln cosexy = 可看作由 lny u= ， cosu v= ， exv = 复合而成，
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因此
d d d d 1 sin e

( sin ) e e e tan e
d d d d cose

x
x x x x

x

y y u v
v

x u v x u
=   =  −  = −  = −  . 

从上式例子不难看出，应用复合函数求导法则时，首先要分析所给函数可看作由

哪些函数复合而成，或者说，所给函数能分解成哪些函数的复合.如果所给函数能分解

成比较简单的函数的复合，而这些简单函数的导数我们已经会求，那么应用复合函数

求导法则就可以求所给函数的导数了. 

对复合函数的分解比较熟练后，往往不必再写出中间变量，而可以采用下列例题

的方式直接计算. 

例 22. 已知 ln ln lny x= ，求 .y  

解：由题可知，
1

(ln ln ln ) (ln ln )
ln ln

y x x
x

  = =  

1 1 1
(ln )

ln ln ln ln ln ln
x

x x x x x
=   =

 
. 

例 23. 已知
1

arcsin
1

x
y

x

−
=

+
，求

d

d

y

x
. 

解：由题可知， 

2

1 1 1
(arcsin ) ( )

1 11
1 ( )

1

x x
y

x xx

x

− −  = = 
+ +−

−
+

 

1 1 1 1 1
( ) ( )

2 1 2 11
2

1

x x x x

x x x xx

x

+ − + − =  = 
+ +−

+

 

2

1 1 2 1

2 (1 )1 (1 ) 2 (1 )
2

1

x

x xx x x x

x

+ − −
=   =

+− + −

+

. 

例 24. 已知
2ln( 1 )y x x= + + ，求

d

d

y

x
.  

解：由题可知， 
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2 2

2

1
ln( 1 ) ( 1 )

1
y x x x x

x x

   = + + = + +
  + +

2

2 2

1 1
1 (1 )

1 2 1
x

x x x

 
= + + 

+ + + 

2 2

1 2
1

1 2 1

x

x x x

 
= + 

+ + + 

  
2

1

1 x
=

+
. 

例 25. 已知 (e e )x xy f −= + ，且 ( )f x 为可导函数，求
d

d

y

x
. 

解：由题可知，因为 ( )f x 可导， 

所以 (e e ) (e e ) (e e ) (e e )x x x x x x x xy f f− − − −  = +  + = +  − . 

例 26. 设函数 ( )f x 和 ( )g x 可导，且 2 2( ) ( ) 0f x g x+  ，试求函数 

2 2( ) ( )y f x g x= + 的导数.

解：由题可知，因为 ( )f x 可导，和 ( )g x 可导，且 2 2( ) ( ) 0f x g x+  ，所以 

2 2 2 2

2 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( )
y f x g x f x g x

f x g x

    = + = +   +

 
2 2

1
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( )
f x f x g x g x

f x g x
 =  + 

+

 
2 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
f x f x g x g x

f x g x
 =  + 

+
. 

从例 25，例 26 不难看出，如果一个函数未给出具体表达式，我们称这类函数为

抽象函数，它的求导方法同复合函数求导一致，需找到抽象函数由哪些简单函数复合

而成，然后再每一层都求导后求乘积即可. 

七、隐函数的求导法则 

函数 ( )y f x= 表示两个变量 y 与 x之间的对应关系，这种关系可以用不同的方式
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表达.如前面我们遇到的函数 e 1xy = + ，
2ln 2y x x= + + 等.用这种方式表达的函

数叫做显函数. 

但有些函数的表达式却不是这样，如 22 exxy y+ = ，e 2 1y xy x+ − = ，此时变量

x，y 的关系隐含在一个形如 ( ) 0F x y =， 的方程之中，由方程 ( ) 0F x y =， 确定 x 和

y 的函数关系式.用这种方式表示的函数称为隐函数. 

显函数求导在前面已经介绍了一些方法，下面重点研究隐函数的求导方法，常见

隐函数的求导方法主要有两种： 

方法一：利用复合函数求导法则 

将 ( ) 0F x y =， 中的 y 看作关于 x的函数 ( )f x ，方程两边对 x求导，求导时要把

y 看作中间变量，用复合函数的求导法则，得到一个关于
d

d

y

x
的式子，解出

d

d

y

x
即可. 

方法二：公式法 

隐函数求导公式：
d

d

x

y

Fy

x F


= −


. 

例 27. 分别用上述两种方法求由方程e 2 1y xy x+ − = 所确定的隐函数的导数. 

解：（法一）：等式两端同时对 x求导得 

d d
e 2 2 1 0

d d

y y y
y x

x x
+ + − = ， 

整理得      
d 1 2

d e 2y

y y

x x

−
=

+
. 

（法二）：令 ( ) e 2 1yF x y xy x= + − −， ，则 

( ) 2 1xF x y y = −， ， ( ) e 2y

yF x y x = +，  

即                       
d 1 2

d e 2

x

y

y

Fy y

x F x

 −
= − =

 +
. 

注：从上面例子不难看出，一元隐函数求导时利用公式法更加简便，且不易忽略是否

要乘
d

d

y

x
，为了提高解题正确率，以后求一元隐函数的导数均采用公式法即可. 
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例 28. 已知 2 2 1x xy y+ + = ，求 y 在 (1 1)−， 处的切线方程.

解：由题意知，显然 (1 1)−， 在该曲线上，令 2 2( ) 1F x y x xy y= + + −， ，且 

( ) 2xF x y x y = +， ， ( ) 2yF x y x y = +， ， 

所以 

d 2

d 2

x

y

Fy x y

x F x y

 +
= − = −

 +
， 

则
(1 1)

1k y
−

= =切 ，
，故切线方程为 1 1y x+ = − ，即 2y x= − . 

八、由参数方程所确定的函数的导数 

一般地，若参数方程 

( )

( )

x t

y t





=


=
， 

确定 y 与 x间的函数关系，则称此函数关系所表达的函数为由该参数方程所确定的函

数，其导数为 

d ( )

d ( )

y t

x t






=


. 

上式也可写成 

d

d d
dd

d

y

y t
xx

t

= . 

例 29. 已知

2ln(1 )

arctan

x t

y t t

 = +


= −
，求

d

d

y

x
. 

解：由题可知，显然该函数为参数方程，

d

d d
dd

d

y

y t
xx

t

= ， 

易知
2

2 2

d 1
1

d 1 1

y t

t t t
= − =

+ +
，
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2 2

d 1 2
2

d 1 1

x t
t

t t t
=  =

+ +
， 

所以
2 2

2

d 1 1

d 1 2 2

y t t
t

x t t

+
=  =

+
. 

例 30. 已知
e sin

e cos

t

t

x t

y t

 =


=
，求当

3
t


= 时

d

d

y

x
的值. 

解：由题可知，显然该函数由参数方程所确定，

d

d d
dd

d

y

y t
xx

t

= ， 

易知
d

e cos e sin
d

t ty
t t

t
= − ，

d
e sin e cos

d

t tx
t t

t
= + ， 

所以
d e cos e sin cos sin

d e sin e cos sin cos

t t

t t

y t t t t

x t t t t

− −
= =

+ +
， 

则当
3

t


= 时，

3

d 1 3
3 2

d 1 3t

y

x 
=

−
= = −

+
. 

例 31. 已知
sin

cos 2

x t

y t

=


=
，在

4
t


= 处的切线方程和法线方程. 

解：由题知，显然该函数为参数方程所确定，

d

d d
dd

d

y

y t
xx

t

= ， 

易知
d

2sin 2
d

y
t

t
= − ，

d
cos

d

x
t

t
= ， 

所以
d 2sin 2

d cos

y t

x t

−
= ， 

又当
4

t


= 时，
2

2
x = ， 0y = ， 
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切线斜率为

4

d
2 2

d t

y
k

x 
=

= = −切 ， 

所以由点斜式可知切线方程为
2

0 2 2( )
2

y x− = − − ，即 2 2 2y x= − + . 

由切线与法线位置关系可知，
1 2

4
k

k
= − =

法

切

， 

所以法线方程为
2 2

0 ( )
4 2

y x− = − ，即
2 1

4 4
y x= − . 

九、取对数求导 

在函数 ( )y f x= 两端同时取自然对数，得到一个隐函数，利用对数性质和隐函数

求导法则，可以通过取对数的方法求复杂幂指函数的导数，将这类方法称为取对数求

导法. 

通常取对数求导法不仅适用于幂指函数还适用于多因子乘除运算或幂运算较多

的函数求导，在取对数后常应用对数运算法则，如下： 

ln ln lnmn m n= + ； ln ln ln
m

m n
n

= − ； 

ln lnnm n m= ； 
ln ( )e ( )f x f x= . 

例 32. 求 sin xy x= 的导数. 

解：显然该函数为幂指函数，等式两端同时取自然对数得 ln sin lny x x= ， 

等式两端同时对 x求导得
1 1

cos ln siny x x x
y x

 = +  ， 

即
sin1

(cos ln sin ) xy x x x x
x

 = +  . 

例 33. 求
1

x
x

y
x

 
=  

+ 
的导数. 

解：显然该函数为幂指函数，等式两端同时取自然对数得 
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 ln ln( ) ln ln(1 )
1

x
y x x x x

x
= = − +

+
， 

等式两端同时对 x 求导得 

1 1 1
ln ln(1 )

1
y x x x

y x x

 
 = − + + − 

+ 
， 

即
1

ln ln(1 ) ( )
1 1

xx
y x x

x x

 
 = − + + + + 

. 

例 34. 求 tan 1 exy x x= − 的导数. 

解：等式两端同时取自然对数得 

1 1
ln ln tan 1 e ln ln tan ln(1 e )

2 2

x xy x x x x
 

= − = + + − 
 

， 

两边同时对 x求导得 

21 1 1 1 1
sec ( e )

2 tan 2(1 e )

x

x
y x

y x x

 
 = +  +  − 

− 
， 

即
1 1 e

sec csc tan 1 e
2 2(1 e )

x
x

x
y x x x x

x

 
 = + − − 

− 
. 

例 35. 求
4

5

2(3 )

( 1)

x x
y

x

+ −
=

+
的导数. 

解：等式两端同时取自然对数得 

4

5

2(3 ) 1
ln ln ln( 2) 4ln(3 ) 5ln( 1)

( 1) 2

x x
y x x x

x

+ −
= = + + − − +

+
， 

两边同时对 x求导得 

1 1 4 5
( 1)

2( 2) 3 1
y

y x x x
 = +  − −

+ − +
， 

即

4

5

1 4 5 2(3 )

2( 2) 3 1 ( 1)

x x
y

x x x x

  + −
 = − − 

+ − + + 
. 

注：从上式几个例子不难看出，取对数求导法适用幂指函数和多因子乘除法或幂运算
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的函数，且取对数后应用对数运算法则化简且一定要化到最简后再求导能简化计算. 

十、高阶导数 

1.定义

一般地，函数 ( )y f x= 的导数 ( )y f x = 仍然是 x的函数.则把 ( )y f x = 的导数

称为 ( )y f x= 的二阶导数，记作 y或 ( )f x 或
2

2

d

d

y

x
. 

即 

( )y y  = 或
2

2

d d d
( )

d d d

y y

x x x
= . 

相应地，二阶导数的导数，叫做三阶导数，三阶导数的导数叫做四阶导数……；

一般地， ( 1)n − 阶导数的导数叫做n阶导数，分别记作 

y， (4)y ，……， ( )ny

或 

3

3

d

d

y

x
，

4

4

d

d

y

x
，……，

d

d

n

n

y

x
. 

二阶及二阶以上的导数统称为高阶导数. 

例 36. 已知
2

exy x= ，求 y .

解：
2 2 2

( e ) e e 2x x xy x x x = = +  ， 

2 22( ) (e 2 e )x xy y x  = = +

2 2 2 22 32 e 4 e 2 e 2 (6 4 )ex x x xx x x x x x= + +  = + . 

例 37. 已知
ex

y
x

= ，求 y .

解：
2

e ex xx
y

x

 −
 = ， 

2 2

4 3

(e e e ) (e e ) 2 e ( 2 2)x x x x x xx x x x x x
y

x x

 + − −  −  − +
 = = . 
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例 38. 已知 e cosxy x= ，求 (4)y . 

解： e cos e sinx xy x x = −  

e cos e sin (e sin e cos ) 2e sinx x x x xy x x x x x = − − + = − ， 

(3) 2e sin 2e cosx xy x x= − − ， 

(4) 2e sin 2e cos (2e cos 2e sin ) 4e cosx x x x xy x x x x x= − − − − = − . 

例 39. 已知 ( 2) ( ) lnnf x x x− = ，求 ( ) ( )nf x . 

解：因为 ( 2) ( ) lnnf x x x− = ， 

所以
( 1) 1

( ) ln ln 1nf x x x x
x

− = +  = + ， 

( ) 1
( )nf x

x
= . 

十一、函数的微分 

1. 函数在某点的微分 

设函数 ( )f x 在某区间内有定义， 0x 及 0x x+  在区间内，如果函数值的增量 

0 0( ) ( )y f x x f x = +  − . 

可表示为 

( )y A x o x =  +  ， 

其中 A是与 x 无关的常数，那么称函数 ( )y f x= 在点 0x 处是可微的， A x 叫做函

数 ( )y f x= 在点 0x 相应于自变量增量 x 的微分，记作 

0
d x xy A x= =  . 

通常把自变量 x 的增量 x 称为自变量的微分，记作 dx ，即 dx x=   .所以函数

( )y f x= 的微分可以记为 

d ( )dy f x x= ，
0

0d ( )d
x x

y f x x
=

= . 

2. 可导与微分的关系 

函数 ( )y f x= 在点 x 处可微的充分必要条件是 ( )y f x= 在点 x 处可导，即可微
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必可导，可导必可微. 

3. 基本初等函数的微分公式

（1）d( ) 0dC x= ； （2） 1d( ) du ux ux x−= ； 

（3）d(sin ) cos dx x x= ； （4）d(cos ) sin dx x x= − ； 

（5） 2d(tan ) sec dx x x= ； （6） 2d(cot ) csc dx x x= − ； 

（7）d(sec ) sec tan dx x x x= ； （8）d(csc ) csc cot dx x x x= − ； 

（9）d( ) ln dx xa a a x= ； （10）
1

d(log ) d
ln

a x x
x a

= ； 

（11）d(e ) e dx x x= ；  （12）
1

d(ln ) dx x
x

= ； 

（13）
2

1
d(arcsin ) d

1
x x

x
=

−
； （14）

2

1
d(arccos ) d

1
x x

x
= −

−
； 

（15）
2

1
d(arctan ) d

1
x x

x
=

+
； （16）

2

1
d(arccot ) d

1
x x

x
= −

+
. 

4. 复合函数的微分法则

设 ( )y f u= 及 ( )u g x= 都可导，则复合函数  ( )y f g x= 的微分为

d d ( ) ( )dxy y x f u g x x  = = . 

由于 ( )d dg x x u = ，所以复合函数  ( )y f g x= 的微分公式也可写成

d ( )dy f u u= 或d duy y u= . 

由此可见，无论u 是自变量还是中间变量，微分形式d ( )dy f u u= 保持不变.这一

性质称为微分形式的不变性.该性质表明，当变换自变量时，微分形式d ( )dy f u u=

并不改变. 

例 40. 求函数
sin

x
y

x
= 的微分. 

解： 2

sin cos
( )
sin (sin )

x x x x
y

x x

− = = ， 
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所以
2

sin cos
d d

( in
d

s )

x x x
xy y x

x
=

−
= . 

例 41. 已知 sin(2 5)y x= + ，求dy =    . 

解： 2cos(2 5)y x = +  

所以d d 2cos(2 5)dy y x x x= = + . 

例 42. 已知 2 2e 3xy x x= + − ，求
1

d
x

y
=

. 

解：因为 2 2e 2 e 2x xy x x = + + ，所以
2

1
3e 2

x
y

=
 = + ， 

则
2

1 1
d d (3e 2)d

x x
y y x x

= =
= = + . 

例 43. 已知 3e cos 2xy x−= ，求dy . 

解：因为d dy y x= ， 3 33e cos 2 2e sin 2x xy x x− − = − − ， 

所以 3d e (3cos 2 2sin 2 )dxy x x x−= − + . 
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第二节 导数的应用 

本节学习目标 

1. 熟练掌握用洛必达法则求未定式的极限.

2. 理解函数极值的概念、极值存在的必要条件及充分条件.

3. 会求函数的单调区间和极值，会求函数的最大值与最小值，会解决一些简单的应用

问题，会证明一些简单的不等式. 

4. 了解函数的凹凸性及曲线的拐点的定义，会求函数的凹凸区间及曲线的拐点.

5. 会求曲线的渐近线，会描绘一些简单函数的图形.

一、洛必达法则 

1.“
0

0
”型未定式极限 

若 ( )f x 和 ( )g x 满足下列条件： 

（1） lim ( ) 0
x a

f x
→

= ， lim ( ) 0
x a

g x
→

= ； 

（2）在点a的某去心邻域内， ( )f x 与 ( )g x 都存在且 ( ) 0g x  ； 

（3）
( )

lim
( )x a

f x

g x→




存在（或为无穷大）， 

则 

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x→ →


=


. 

2.“



”型未定式极限 

若 ( )f x 和 ( )g x 满足下列条件： 

（1） lim ( )
x a

f x
→

=  ， lim ( )
x a

g x
→

= ； 

（2）在点a的某去心邻域内， ( )f x 与 ( )g x 都存在且 ( ) 0g x  ；

（3）
( )

lim
( )x a

f x

g x→




存在（或为无穷大）， 

则 
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( ) ( )
lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x

g x g x→ →


=


. 

注：（1）洛必达法则是求未定式极限的一种有效方法，但是最好能与其他求极限的方

法结合使用.例如能化简时尽可能先化简，可以应用等价无穷小替代或重要极限时，应

尽可能的应用，这样可以使运算简捷； 

（2）如果
( )

lim
( )x a

f x

g x→




也符合洛必达法则条件，可以继续使用洛必达法则. 

（3）“
0

0
”或“




”或者“ − ”，“0  ”，“1 ”，“ 00 ”，“ 0 ”型

未定式，可转化为“
0

0
”或“




”型未定式后应用洛必达法则. 

例 1. 计算
0

e cos
lim

tan 2

x

x

x

x→

−
. 

解：原式
0

e cos
lim

2

x

x

x

x→

−
=  

0

e sin 1
lim

2 2

x

x

x

→

+
= = . 

例 2. 计算
3

3 21

3 2
lim

1x

x x

x x x→

− +

− − +
. 

解：原式
2

21

3 3
lim

3 2 1x

x

x x→

−
=

− −
 

1

6 3
lim

6 2 2x

x

x→
= =

−
. 

例 3. 计算
30

sin
lim

tanx

x x

x→

−
. 

解：原式
30

sin
lim
x

x x

x→

−
=  

20

1 cos
lim

3x

x

x→

−
=  
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2

20

1
12lim

3 6x

x

x→
= = . 

例 4. 计算

2

lim(sec tan )
x

x x


→

− . 

解：原式

2

1 sin
lim

cos cosx

x

x x
→

 
= − 

 

2

1 sin
lim

cosx

x

x
→

−
=

2

cos
lim 0

sinx

x

x
→

−
= =

−
. 

例 5. 计算
0

e e 2
lim

sin

x x

x

x

x x

−

→

− −

−
. 

解：原式
0

e e 2
lim

1 cos

x x

x x

−

→

+ −
=

−

0 2

e e 2
lim

1

2

x x

x

x

−

→

+ −
=

0

e e
lim

x x

x x

−

→

−
=

0
lim(e e )x x

x

−

→
= +

2= . 

例 6. 计算
3 2 10

arctan
lim

e xx

x x

x +→

−
. 

解：原式
30

arctan
lim

ex

x x

x→

−
=

2

20

1
1

1lim
3 ex

x

x→

−
+=
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20

1 1
lim

3e 1x x→
= −

+
 

  
1

3e
= − . 

注：以上第一步中当 0x → 时，
2 1e ex+ → ，且 2 1e x+ 在极限表达式中作为一个因子，

因此在计算极限过程中，非零因子可以直接代入. 

例 7. 计算
0

ln tan 7
lim

ln tan 2x

x

x+→
. 

解：原式

2

0 2

1
sec 7 7

tan 7lim
1

sec 2 2
tan 2

x

x
x

x
x

+→

 

=

 

 

  
0

7 tan 2
lim

2 tan 7x

x

x+→
=  

  
0

7 2
lim

2 7x

x

x+→


=


 

  1= . 

例 8. 计算
2

2

3 2 2025
lim

2 2025x

x x

x→

− +

− −
. 

解：原式
6 2

lim
4x

x

x→

−
=

−
 

  
3

2
= − . 

3.其他类型未定式的方法总结 

（1）“
0

0
”型未定式极限 

因式分解法 

例 9. 计算
2

21

2
lim

1x

x x

x→

+ −

−
. 

解：原式
1

( 2)( 1)
lim

(1 )(1 )x

x x

x x→

+ −
=

+ −
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1

2
lim

1x

x

x→

+
= −

+

3

2
= − . 

无理根式有理化 

例 10. 计算
1

3 1 2
lim

1x

x

x→

+ −

−
. 

解：原式
1

( 3 1 2)( 3 1 2)
lim

( 1)( 3 1 2)x

x x

x x→

+ − + +
=

− + +

1

3 3
lim

( 1)( 3 1 2)x

x

x x→

−
=

− + +

1

3
lim

3 1 2x x→
=

+ +

3

4
= . 

（2）“0  ”型未定式极限 

一般“0  ”型未定式首先考虑利用化简方法化简，若化不了简的考虑将其转化

为“
0 0

0
1 0

 → →



”，或者“0
1

0

 
 → →


”具体转化为哪一类需要看函数表

达式哪一个放到分母后求导更简便，则选择这一个表达式下放至分母. 

例 11. 计算 3

0
lim ln
x

x x
+→

. 

解：原式
0

3

ln
lim

1x

x

x

+→
=

0

4

1

lim
3x

x

x

+→
=

−
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3

0
lim 0

3x

x
+→

= =
−

. 

例 12. 计算
2

1

2

0
lim e x

x
x

→
. 

解：原式

2

1

0

2

e
lim

1

x

x

x

→
=  

  

2

1

3

0

3

2
e

lim
2

x

x

x

x

→

−


=
−

 

  2

1

0
lim e x

x→
= =  . 

（3）“1 ， 00 ， 0 ”型未定式极限 

一般“1 ”型未定式首选第二重要极限计算，但有的题目应用第二重要极限较为

复杂，因此对于“1 ”较为复杂或者是“ 00 ， 0 ”类型的未定式，对应的极限类型

为幂指函数 ( )( )v xy u x= 型，采用的方法往往是幂指函数对数化，常用公式为

ln ( )e ( )f x f x= . 

例 13. 求极限
0

lim x

x
x

+→
. 

解：原式 0

lim ln

ex

x x
+→=  

  0

ln
lim

1

e
x

x

x

+→

=
 

  0
2

1

lim
1

e
x

x

x

+→ −

=
 

  0

lim

e 1x

x
+→

−

= = . 

例 14. 求极限

1

lim (ln ) x

x
x

→+
. 
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解：原式

ln(ln )
lim

e x

x

x→+=

1 1
lim

lnex x x→+


=

1= . 

（4）“ − ”型未定式极限 

这类未定式处理方法往往比较简单，如遇到“ − ”型未定式是分式结构，选

择通分；而碰到无理根式结构，则需要有理化即可. 

例 15. 求极限
2lim ( 3 )

x
x x x

→+
+ − . 

解：原式

2 2

2

( 3 )( 3 )
lim

( 3 )x

x x x x x x

x x x→+

+ − + +
=

+ +

2

3
lim

3x

x

x x x→+
=

+ +

3

2
= . 

例 16. 求极限
0

1
lim(csc )
x

x
x→

− .

解：原式
0

1 1
lim

sinx x x→

 
= − 

 

0

sin
lim

sinx

x x

x x→

−
=

20

sin
lim
x

x x

x→

−
=

0

1 cos
lim

2x

x

x→

−
=

2

0

1

2lim 0
2x

x

x→
= = . 

二、函数单调区间的判定法

设函数 ( )y f x= 在 a b， 上连续，在 ( )a b， 内可导.
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（1）如果在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则函数 ( )y f x= 在 a b， 上单调增加. 

（2）如果在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则函数 ( )y f x= 在 a b， 上单调减少. 

（3）如果在 ( )a b， 内 ( ) 0f x = ，则函数 ( )y f x= 在 a b， 上是一个常数. 

如果把这个判定法中的闭区间换成其他各种区间（对于无穷区间，要求在其任一

有限的子区间上满足定理的条件），结论仍然成立. 

例 17. 求函数 e 1xy x= − − 的单调性. 

解：由题可知，函数定义域为 ( )− + ， ，且 e 1xy = − ， 

当 0y  时，原函数单调递增，即单增区间为 (0 )+ ， ， 

当 0y  时，原函数单调递减，即单减区间为 ( 0−， . 

例 18. 求函数 2( ) 2 lnf x x x= − 的单调性.  

解：由题可知，函数定义域为 (0 )+ ， ，且
21 4 1

( ) 4
x

f x x
x x

−
 = − = ， 

当 ( ) 0f x  时，原函数单调递增，即单增区间为
1

2

 
+  

 
， ， 

当 ( ) 0f x  时，原函数单调递减，即单减区间为
1

0
2

 
 
 

， . 

三、函数的极值 

 设函数 ( )f x 在点 0x 的某邻域
0( )U x 内有定义，如果对于去心邻域

0( )U x


内的任

一 x，有 

0( ) ( )f x f x （或 0( ) ( )f x f x ）， 

那么就称 0( )f x 是函数 ( )f x 的一个极大值（或极小值）. 

函数的极大值和极小值统称为函数的极值，使函数取得极值的点称为极值点. 

注：极值是一个局部概念，而不是整体概念.在一个区间上可有多个极大值和极小值.同

时极大值不一定比极小值大，存在极大值小于极小值的情形. 

（1）极值点 
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连续区间单调性的转折点的横坐标（只能出现在区间内部），如果 ( )y f x= 的极

值点 0x x= 处可导，则 0( ) 0f x = . 

（2）驻点 

若 0( ) 0f x = ，则称 0x x= 为 ( )f x 的驻点. 

注：可导函数 ( )f x 的极值点必定是它的驻点，但驻点并不一定是极值点. 

如 3( )f x x= 的导数 2( ) 3f x x = ， (0) 0f  = ，因此 0x = 是函数的驻点，但 0x =

却不是函数的极值点. 

（3）可能的极值点：驻点，一阶导数不存在的点. 

极值的第一充分条件： 

设函数 ( )f x 在 0x 处连续，且在 0x 的某去心邻域
0( )U x



内可导. 

①当 0x x 时， ( ) 0f x  ；当 0x x 时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 0x 处取得极大值； 

②当 0x x 时， ( ) 0f x  ；当 0x x 时， ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 0x 处取得极小值； 

③当 0( )x U x 


 ， 时， ( )f x 的符号保持不变，则 ( )f x 在 0x 处无极值；

极值的第二充分条件： 

设函数 ( )f x 在 0x 处具有二阶导数且 0( ) 0f x = ， 0( ) 0f x  ，则 

①当 0( ) 0f x  时，函数 ( )f x 在 0x 处取得极大值； 

②当 0( ) 0f x  时，函数 ( )f x 在 0x 处取得极小值. 

③当 0( ) 0f x = 时，该方法判别失效. 

（4）确定函数 ( )f x 的极值点以及单调区间的一般步骤： 

①求出函数的定义域；

②求出 ( )f x 的全部驻点与不可导点；

③考察 ( )f x 的符号在每个驻点或不可导点的左、右邻域的情形，以确定该点是否为

极值点；如果是极值点，需进一步确定是极大值点还是极小值点. 

④求出各极值点的函数值，就是函数 ( )f x 的全部极值.
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注：第二充分条件适用于 0( ) 0f x = 且 0( ) 0f x  的情形，在 0( )f x 不存在

0( ) 0f x = 时需用定义或第一充分条件判定. 

例 19. 求函数 3 2( ) 2 9 12 3f x x x x= − + − 的极值. 

解：由题可知，函数定义域为 ( )− + ， ， 

2( ) 6 18 12f x x x = − + ，令 ( ) 0f x = ，解得驻点
1 1x = ，

2 2x = ，列表如下： 

x  ( 1)−，  1 (1 2)，  2  (2 )+ ，  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x   极大值  极小值  

 

综上所述：在 1x = 处取得极大值 (1) 2f = ，在 2x = 处取得极小值 (2) 1f = . 

例 20. 求函数

2

3( ) ( 1)f x x x= − 的极值. 

解：由题可知，函数定义域为 ( )− + ， ， 

2 1 1

3 3 3
2 1

( ) ( 1) (5 2)
3 3

f x x x x x x
− −

 = + − = − ，令 ( ) 0f x = ，解得驻点 1

2

5
x = ， 

一阶不可导点为 2 0x = ，列表如下： 

x  ( 0)−，  0  
2

0
5

 
 
 

，  
2

5
 

2

5

 
+  

 
，  

( )f x  +   −  0  +  

( )f x   极大值  极小值  

综上所述：在 0x = 处取得极大值 (1) 0f = ， 

在
2

5
x = 处取得极小值

2

3
2 3 2

( )
5 5 5

f
 

= −  
 

. 

例 21. 求函数

3

2
( )

( 1)

x
f x

x
=

−
的极值. 
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解：由题可知，函数定义域为 ( 1) (1 )−  + ， ， ，因为

2 2 3 2

4 3

3 ( 1) 2 ( 1) ( 3)
( )

( 1) ( 1)

x x x x x x
f x

x x

− −  − −
 = =

− −
，令 ( ) 0f x = ，解得驻点 1 0x = ，

2 3x = ，一阶不可导点为 3 1x = （舍），列表如下：

x ( 0)−， 0 (0 1)， 1 (1 3)， 3 (3 )+ ，

( )f x + 0 + − 0 +

( )f x 无极值 极小值 

综上所述：在 3x = 处取得极小值
27

(3)
4

f = . 

例 22. 已知 0 ( )x a b ， ， 0( ) 0f x = ， 0( ) 3f x = − ，则 0x 一定是 ( )f x 的（ ）.

A.极小值点   B.极大值点   C.最小值点      D.最大值点

解：由题可知， 0( ) 0f x = ， 0( ) 3 0f x = −  ，由极值的第二充分条件可知， 

0x 一定是 ( )f x 的极大值点，故本题答案为 B. 

四、函数的最值 

若函数 ( )f x 在闭区间 a b， 上连续，则必有最大值与最小值，而最大（小）值点

可能会在端点取得，也可能会落入 ( )a b， 内部某一点 0x ，若落入内部，则最大（小）

值点一定是极值点，而极值点一定在区间内部的驻点或导数不存在的点之中，从而可

知求闭区间上连续函数的最大值与最小值的方法是： 

（1）求出 ( )f x 在 ( )a b， 内的驻点及不可导点；

（2）求出 ( )f x 在上述驻点、不可导点处的函数值及 ( )f a ， ( )f b ； 

（3）比较上述（2）中求出的函数值大小，其中最大的为 ( )f x 在 a b， 上的最大值，

最小的便是 ( )f x 在 a b， 上的最小值.

例 23. 求函数
3 2( ) 3f x x x= − 在区间 1 4− ， 上的最大值和最小值. 

解：由题可知，
2( ) 3 6f x x x = − ，令 ( ) 0f x = ， 

解得驻点为 1 0x = ， 2 2x = ，无一阶不可导点，
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又因为 ( 1) 4f − = − ， (0) 0f = ， (2) 4f = − ， (4) 16f = ， 

显然 ( 1) (2) (0) (4)f f f f− =   ，所以最大值为 (4) 16f = ，最小值为 4− . 

例 24. 已知函数 3 2( ) 6f x ax ax b= − + 在区间 1 2− ， 上的最大值为 3，最小值为 29− ，

又 0a  ，求a，b . 

解：由题可知， 2( ) 3 12f x ax ax = − ，令 ( ) 0f x = ， 

解得驻点为
1 0x = ，

2 4x = （舍），无一阶不可导点， 

又因为 ( 1) 7f a b− = − + ， (0)f b= ， (2) 16f a b= − + ，且 0a  ， 

则易知 (0) ( 1) (2)f f f −  ， 

所以最大值为 (0) 3f b= = ，最小值为 (2) 16 29f a b= − + = − ， 

解得 2a = ， 3b = . 

例 25. 某车间靠墙壁要盖一间长方形的小屋，现有存砖只够砌 20 米长的墙壁，问应围

成怎样的长方形才能使这间小屋的面积最大? 

解：设长方形长为 x，则宽为20 x− ，长方形面积为 ( ) (20 )f x x x= − ， 

显然 (0 )x + ， ， ( ) 20 ( 1) 20 2f x x x x = − + − = − ， 

令 ( ) 0f x = ，解得驻点为 10x = ，无一阶不可导点， 

故在 10x = 处取得最大值， (10) 100f = ，则长方形小屋面积为100平方米. 

五、利用单调性证明不等式 

例 26. 证明：当 1x  时，
1

2 3x
x

 − . 

证明：由题可知，令
1

( ) 2 3f x x
x

= + − ，
2 2

1 1 1
( )

x x
f x

x xx

−
 = − = ， 

显然当 1x  时， ( ) 0f x  恒成立，即 ( )f x 在 (1 )+ ， 上单调递增， 

易知 ( ) (1) 0f x f = ，所以当 1x  时，
1

2 3x
x

 − 成立. 

例 27. 证明：当 ea b  时， a bb a . 
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证明：由题可知，令
ln

( )
x

f x
x

= ，因为 ea b  ，则 (e )x  + ， ， 

2 2

1
ln

1 ln
( )

x x
xxf x

x x

 −
−

 = = ，显然在 (e )+ ， 上 ( ) 0f x  ， 

所以 ( )f x 在 (e )+ ， 上单调递减，又 ea b  ， 

则 ( ) ( )f b f a ，即
ln lnb a

b a
 ， 

综上所述：当 ea b  时， a bb a ，得证.

例 28. 证明：当0
2

x


  时，
31

tan
3

x x x + . 

证明：由题可知，令
31

( ) tan
3

f x x x x= − − ， 

2 2 2 2( ) sec 1 tan (tan )(tan )f x x x x x x x x x = − − = − = + − ， 

令 ( ) tang x x x= − ， 2 2( ) sec 1 tang x x x = − = ， 

当0
2

x


  时，显然 ( ) 0g x  恒成立，故 ( )g x 单调递增，

易得 ( ) (0) 0g x g = ，则 ( ) 0f x  ，

所以当0
2

x


  时， ( )f x 单调递增，故 ( ) (0) 0f x f = ， 

综上所述，当0
2

x


  时，
31

tan
3

x x x + . 

例 29. 证明：当 1k  时，e 0x x k− − = 无实根. 

证明：由题可知，令 ( ) exf x x k= − − ，

( ) e 1xf x = − ，令 ( ) 0f x = ，得驻点 0x = ，无一阶不可导点，

则在 ( 0)−， 上 ( ) 0f x  ，在 (0 )+ ， 上 ( ) 0f x  ， 

所以 ( )f x 在 0x = 处取得极小值，也是最小值即为 (0) 1f k= − ， 

且 1k  时， (0) 0f  ，即最小值 (0) 1 0f k= −  ， 
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综上所述，当 1k  时，e 0x x k− − = 无实根. 

六、曲线的凹凸区间和拐点 

1. 曲线的凹凸性 

设 ( )f x 在区间 I 上连续，如果对 I 上任意两点 1x ， 2x 恒有 

1 2 1 2( ) ( )

2 2

x x f x f x
f

+ + 
 

 
， 

那么称 ( )f x 在 I 上的图形是凹的；如果恒有 

1 2 1 2( ) ( )

2 2

x x f x f x
f

+ + 
 

 
， 

那么称 ( )f x 在 I 上的图形是凸的. 

2. 凹凸性的判定 

设 ( )f x 在 a b， 上连续，在 ( )a b， 内具有一阶和二阶导数，那么 

（1）若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 a b， 上的图形是凹的； 

（2）若在 ( )a b， 内 ( ) 0f x  ，则 ( )f x 在 a b， 上的图形是凸的. 

3. 拐点 

连续曲线 ( )y f x= 凹凸区间的分界点称为该曲线的拐点. 

注：（1）拐点和极值点的区别，极值点是函数 ( )f x 取到极值的横坐标 0x ，拐点是曲

线凹凸区间的分界点，是一个坐标点 0 0 )( )(x f x， ； 

（2）可疑拐点：可疑拐点的横坐标包含在二阶导等于零或者二阶导数不存在的点中； 

（3）拐点存在的判定（充分条件） 

设 ( )f x 在 0x x= 处连续，在 0x x= 的某去心邻域内二阶可导，并且在 0x x= 的左

右邻域 ( )f x 异号，则点 0 0 )( )(x f x， 是曲线 ( )y f x= 的拐点. 

4. 确定函数 ( )f x 的拐点以及凹凸区间的步骤 

（1）求出函数的定义域； 

（2）求出 ( ) 0f x = 的点及 ( )f x 不存在的点； 
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（3）定义域被可疑拐点分成若干区间，列表判定每个区间上 ( )f x 的符号得到凹凸区

间及拐点； 

（4）下结论. 

例 30. 讨论函数 4 3 2( ) 6 12 10f x x x x= − + − 的凹凸性，并求其拐点.

解：由题可知，函数定义域为 ( )− + ， ， 

3 2( ) 4 18 24f x x x x = − + ， 2( ) 12 36 24f x x x = − + ， 

令 ( ) 0f x = ，解得 1 1x = ， 2 2x = ，无二阶不可导点， 

列表如下： 

x ( 1)−， 1 (1 2)， 2 (2 )+ ，

( )f x + 0 − 0 +

( )f x  拐点  拐点 

综上所述：函数的凹区间为 ( 1−， ，  )2 + ， ，凸区间为  1 2， ，拐点为 (1 3)−， ，

(2 6)， . 

例 31. 求函数 4( ) (12ln 7)f x x x= − 的凹凸区间及拐点.

解：由题可知，函数定义域为 (0 )+ ， ， 

3 3( ) 4 (12ln 7) 12f x x x x = − + ， 2( ) 144 lnf x x x = ， 

令 ( ) 0f x = ，解得 1 0x = （舍）， 2 1x = ，无二阶不可导点，

列表如下： 

x (0 1)， 1 (1 )+ ，

( )f x − 0 +

( )f x  拐点 

综上所述：函数的凹区间为 )1 + ， ，凸区间为 (0 1)， ，拐点为 (1 7)−， .

例 32. 已知函数
4 3( )f x ax bx= + 在 3x = 处取得极值 27− ，试求：
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（1）常数a，b 的值； 

（2）函数 ( )f x 的凹凸区间与拐点. 

解：（1）由题可知， ( )f x 在 3x = 处取得极值 27− ，即 

81 27 27a b+ = − ① 

因为 3 2( ) 4 3f x ax bx = + ，显然无一阶不可导点，故 3x = 一定是驻点， 

则 (3) 0f  = ，即 

108 27 0a b+ = ② 

联立①②式可得 1a = ， 4b = − . 

（2）由题可知， ( )f x 定义域为 ( )− + ， ，由（1）知 4 3( ) 4f x x x= − ， 

3 2( ) 4 12f x x x = − ， 2( ) 12 24f x x x = − ， 

令 ( ) 0f x = ，解得 1 0x = ， 2 2x = ，无二阶不可导点， 

列表如下： 

x  ( 0)−，  0  (0 2)，  2  (2 )+ ，  

( )f x  +  0  −  0  +  

( )f x    拐点   拐点   

综上所述：函数的凹区间为 ( 0)−， ， (2 )+ ， ；凸区间为 0 2， ，拐点为 (0 0)， ，

(2 16)−， . 

七、函数作图 

1. 渐近线 

当曲线 ( )y f x= 上一点 M 沿曲线无限远离原点或无限接近间断点时，如果点

M 到一条直线的距离无限趋近于零，那么这条直线称为曲线的渐近线. 

根据渐近线的位置，可分为水平渐近线、垂直（铅锤）渐近线、斜渐近线. 

（1）水平渐近线 

若 lim ( )
x

f x A
→+

= ，则 y A= 是曲线 ( )y f x= 的一条水平渐近线； 

若 lim ( )
x

f x B
→−

= ，则 y B= 是曲线 ( )y f x= 的一条水平渐近线. 
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注：若 A B= ，只能算做有一条水平渐近线.

（2）垂直渐近线 

若存在 0x ，使
0

lim ( )
x x

f x
−→

= （或
0

lim ( )
x x

f x
+→

=  ），则 0x x= 为曲线 ( )y f x= 的

一条垂直渐近线. 

注：这里的 0x 一般为 ( )f x 的间断点.

（3）斜渐近线 

设函数 ( )y f x= 的定义域为某个无穷区间，若 

( )
lim
x

f x
k

x→
= ，且  lim ( )

x
f x kx b

→
− = ，

则称直线 y kx b= + 为曲线 ( )y f x= 的斜渐近线. 

注：若 0k = ， lim ( )
x

f x b
→

= ，则 y b= 为水平渐近线，此时无斜渐近线，意思是说，

在同一方向有水平无斜渐近线，有斜渐近线无水平渐近线. 

例 33. 求曲线
2

2 1

x
y

x
=

+
的渐近线. 

解：因为
2

lim
2 1x

x

x→
= 

+
，所以该曲线无水平渐近线； 

又

2

2 1

x
y

x
=

+
无定义的点为

1

2
x = − ，且

2

1

2

lim
2 1x

x

x→−

= 
+

， 

故
1

2
x = − 为曲线的一条垂直渐近线；

设斜渐近线为 y kx b= + ，因为

2

( ) 12 1lim lim lim
2 1 2x x x

x

f x xxk
x x x→ → →

+= = = =
+

， 

 
2 1 1

lim ( ) lim lim
2 1 2 2(2 1) 4x x x

x x
b f x kx x

x x→ → →

  −
= − = − = = − 

+ + 
， 

所以斜渐近线为
1 1

2 4
y x= − . 
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例 34. 曲线
ln(1 )

1
x

y
x

+
= + 的水平渐近线    . 

解：因为
ln(1 ) ln(1 ) 1

lim 1 lim lim 1 1
1x x x

x x x

x x x→ → →

+ + +   
+ = = + =   +   

， 

所以该曲线水平渐近线为 1y = . 

例 35. 曲线
2

( )
3

f x
x

=
−

（  ）. 

A. 有水平渐近线     B. 既有水平渐近线，又有垂直渐近线 

C. 仅有垂直渐近线     D. 既无水平渐近线，也无垂直渐近线 

解：因为
1

lim ( ) lim 0
3x x

f x
x→ →

= =
−

，故水平渐近线为 0y = ， 

又因为函数无定义的点为 3x = ，且
3 3

1
lim ( ) lim

3x x
f x

x→ →
= = 

−
， 

所以垂直渐近线为 3x = ， 

且

1

3( ) 1
lim lim lim 0

3x x x

xf x
k

x x x x→ → →

−
= = = =

−
，故无斜渐近线， 

综上所述，该曲线有水平渐近线，也有垂直渐近线，故本题答案为 B 项. 

2. 函数作图的步骤： 

（1）确定函数的定义域，奇偶性和周期性； 

（2）求 ( )f x ， ( )f x ，并求出 ( )f x ， ( )f x 等于零与导数不存在的点； 

（3）列表求出单调区间和极值，凹凸区间和拐点； 

（4）求渐近线； 

（5）确定特殊点，作图. 

例 36. 描绘函数
2

( ) e xf x −= 的图像. 

解：由题可知，函数定义域为 ( )− + ， ， 

且
2 2( )( ) e ex xf x − − −− = = ，故 ( ) ( )f x f x= − ，所以 ( )f x 为偶函数， 
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因为
2

( ) 2 e xf x x − = − ，令 ( ) 0f x = ，得驻点 0x = ，无一阶不可导点， 

又
2 2( ) 2e (2 1)xf x x− = − ，令 ( ) 0f x = ，得

2

2
x =  ，无二阶不可导点， 

列表如下： 

x
2

( )
2

− −，
2

2
−

2
( 0)

2
− ， 0

2
(0 )

2
，

2

2

2
( )

2
+ ，

( )f x +
1

22e
− + 0 −

1

22e
−

− −

( )f x + 0 − 2− − 0 +

( )f x  拐点  极大值  拐点 

2

lim ( ) lime 0x

x x
f x −

→ →
= = ，所以曲线水平渐近线为 0y = ， 

特殊点为 (0 1)， ， 1(1 e )−， ，图形如下： 

1

y=e x2

y

O x
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第三节 微分中值定理 

本节学习目标 

1. 理解罗尔（Rolle）定理、拉格朗日中值（Lagrange）定理，了解柯西（Cauchy）中

值定理和泰勒（Taylor）中值定理.会用罗尔定理证明方程根的存在性，会用拉格朗日

中值定理证明一些简单不等式. 

一、罗尔定理 

如果函数 ( )f x 满足 

（1）在闭区间 a b， 上连续； 

（2）在开区间 ( )a b， 内可导； 

（3）在区间端点处的函数值相等，即 ( ) ( )f a f b= ， 

那么在 ( )a b， 内至少存在一点 ，使得 ( ) 0f  =  

罗尔定理的几何意义如右图 2-3-1 所示：        图 2-3-1 

例 1. 下列函数在给定区间上满足罗尔定理的是（  ）. 

A. 
2

2

1

1

x
y

x

−
=

+
，  1 1x  − ，    B. e xy x −= ，  1 1x  − ，   

C. 
1

1
y

x
=

−
，  2 2x  − ，     D. 

2 1 1

1 1 2

x x
y

x x

 −
= 

−

， ≤ ≤

，≤ ≤
 

解：A 项： 因为
2

2

1

1

x
y

x

−
=

+
在 1 1− ， 上连续，在 ( 1 1)− ， 内可导，且 ( 1) (1) 0y y− = = ， 

则满足罗尔定理，故本题答案为 A 项. 

B 项：显然 ( 1) ey − = − ，
1(1) ey −= ，故 ( 1) (1)y y−  ，所以不满足罗尔定理， 

故排除. 

C 项：显然
1

1
y

x
=

−
的间断点为 1x = ，即 1x = 为不连续点， 

所以在 2 2− ， 上不连续，故排除. 

D 项：因为 2

1
lim 1
x

x
−→

= ，
1

lim( 1) 0
x

x
+→

− = ，显然 2

1 1
lim lim( 1)
x x

x x
− +→ →

 − ， 

ba

y

O x
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则在 1x = 处不连续，故排除. 

例 2. 设函数 ( )f x 在 0 1， 上连续，开区间 (0 1)， 内可导，且 (0) 0f = ， (1) 3f = ，

证明：在 (0 1)， 内至少存在一点 ，使得 2( ) 3 2f   = + . 

证明：令 3( ) ( ) 2F x f x x x= − − ，因为 ( )f x 在 0 1， 上连续，开区间 (0 1)， 内可导，

且 (0) 0f = ， (1) 3f = ，所以 ( )F x 在 0 1， 上连续，开区间 (0 1)， 内可导，

因为 (0) 0F = ， (1) 0F = ，所以 (0) (1)F F= ， 

由罗尔定理可得，在 (0 1)， 内至少存在一点 ，使得 ( ) 0F  = ，

即 2( ) 3 2f   = + . 

例 3. 设 1
0 0

2 1

naa
a

n
+ + + =

+
，证明：多项式 0 1( ) n

nf x a a x a x= + + + 在 (0 1)，

内至少有一个零点. 

证明：令 2 1

0 1

1 1
( )

2 1

n

nF x a x a x a x
n

+= + + +
+

， 

显然该函数在 0 1， 上连续，在 (0 1)， 内可导，

且 (0) 0F = ， 0 1

1 1
(1)

2 1
nF a a a

n
= + + +

+
， 

因为 1
0 0

2 1

naa
a

n
+ + + =

+
，所以 (1) 0F = ，故 (0) (1)F F= ， 

由罗尔定理可得，至少存在一点 (0 1)  ， ，使得 ( ) 0F  = ，

即 0 1( ) n

nf x a a x a x= + + + 在 (0 1)， 内至少有一个零点.

例 4. 设函数 ( )f x 在  0 1， 上连续，开区间 (0 1)， 上可导，且 (0) (1) 0f f= = ，

1
( ) 1
2

f = ，证明：在 (0 1)， 内至少存在一点 ，使 ( ) 1f  = .

证明：令 ( ) ( )F x f x x= − ， 

因为 ( )f x 在 0 1， 上连续，开区间 (0 1)， 内可导，
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且 (0) (1) 0f f= = ，
1

( ) 1
2

f = ， 

所以 ( ) ( )F x f x x= − 在 0 1， 上也连续， 

又
1 1

( )
2 2

F = ， (1) 1F = − ，故在
1

( 1)
2
， 上满足零点定理， 

由零点定理结论可得：至少存在一点
1

( 1)
2

c  ， ，使得 ( ) 0F c = ， 

且 (0) 0F = ，故 (0) ( )F F c= ， 

由罗尔定理可得：至少存在一点 (0 )c  ， ，使得 ( ) 0F  = ，即 ( ) 1 0f  − = ， 

因为
1

( 1)
2

c  ， 是 (0 1)， 的一个子集，故在 (0 1)， 内至少存在一点 ， 

使 ( ) 1f  = . 

二、拉格朗日中值定理 

 如果函数 ( )f x 满足 

（1）在闭区间 a b， 上连续； 

（2）在开区间 ( )a b， 内可导， 

那么在 ( )a b， 内至少有一点 ，使等式 

( ) ( )
( )

f b f a
f

b a


−
 =

−
. 

拉格朗日中值定理的几何意义如右图 2-3-2 所示：    图 2-3-2   

例 5. 在区间 1 e， 上满足拉格朗日中值定理的是（  ）. 

A. ln(ln )x    B. ln x    C.
1

ln x
   D. 2x −  

解：B 项：显然 ln x 的定义域为 (0 )+ ， ，在 1 e， 上也连续，且在 (1 e)， 内可导， 

故满足拉格朗日中值定理，本题答案为 B 项. 

A 项：显然 ln(ln )x 在区间 ( 1 e， 上连续，而在 1x = 处不连续， 

故不满足拉格朗日中值定理. 

A

B

y=f(x)

ba

y

O x
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C 项：显然
1

ln x
无定义的点为 1x = ，则在 1 e， 上不连续， 

故不满足拉格朗日中值定理. 

D 项：
2 2

2
2 2

x x
x

x x

−
− = 

− 

，≥

，
，且

2 2

( ) (2) 2 0
(2) lim lim 1

2 2x x

f x f x
f

x x− −−
→ →

− − −
 = = = −

− −
， 

2 2

( ) (2) 2 0
(2) lim lim 1

2 2x x

f x f x
f

x x+ −+
→ →

− − −
 = = =

− −
， 

显然 (2) (2)f f− +
  ，故在 2x = 处不可导. 

例 6. 设 0a b  ，证明： ln
a b a a b

a b b

− −
  . 

证明：令 ( ) lnf x x= ，  x b a ， ，

显然 ( )f x 在 b a， 上连续，在 ( )b a， 内可导，

由拉格朗日中值定理可得：至少存在一点 ( )b a  ， ，使得

( ) ( ) ln ln
( )

f a f b a b
f

a b a b


− −
 = =

− −
， 

即 

1 ln lna b

a b

−
=

−
， 

因为0 b a   ，所以
1 1 1

a b
  ， 

所以
1 ln ln 1a b

a a b b

−
 

−
，即当 0a b  ， ln

a b a a b

a b b

− −
  成立. 

例 7. 设 0a b  ， 1n  ，证明不等式
1 1( ) ( )n n n nnb a b a b na a b− −−  −  − .

证明：令 ( ) nf x x= ，  x b a ， ，

显然 ( )f x 在 b a， 上连续，在 ( )b a， 内可导，

由拉格朗日中值定理可得：至少存在一点 ( )b a  ， ，使得
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( ) ( )
( )

n nf a f b a b
f

a b a b


− −
 = =

− −
， 

即 

1
n n

n a b
n

a b
 − −

=
−

， 

因为0 b a   ，且 1n  ，所以
1 1 1n n nnb n na− − −  ， 

所以 1 1
n n

n na b
nb a

a b

− −−
 

−
， 

即当 0a b  ， 1n  ，
1 1( ) ( )n n n nnb a b a b na a b− −−  −  − 成立. 

例 3. 证明：当 0x  时， ln(1 )
1

x
x x

x
 + 

+
. 

证明：令 ( ) ln(1 )f t t= + ，  0t x ， ， 

显然 ( ) ln(1 )f t t= + 在 0 x， 上连续，在 (0 )x， 内可导， 

由拉格朗日中值定理可得，至少存在一点  0 x  ， ， 

使得
( ) (0) ln(1 )

( )
0

f x f x
f

x x


− +
 = =

−
，即

1 ln(1 )

1

x

x

+
=

+
， 

因为1 1 1 x +  + ，所以
1 1

1
1 1x 

 
+ +

，即
1 ln(1 )

1
1

x

x x

+
 

+
， 

则当 0x  时， ln(1 )
1

x
x x

x
 + 

+
. 

三、柯西中值定理 

 如果函数 ( )F x 及 ( )G x 满足： 

（1）在闭区间 a b， 上连续； 

（2）在开区间 ( )a b， 内可导； 

（3）对任一 ( )x a b ， ， ( ) 0G x  ， 

那么至少存在一点 ( )a b  ， ，使
( ) ( ) ( )

.
( ) ( ) ( )

F F b F a

G G b G a





 −
=

 −
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四、泰勒中值定理 

如果函数 ( )f x 在含有 0x 的某个开区间 ( )a b， 内存在直到 1n + 阶导数，则对任

一的 ( )x a b ， ，有

20
0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f x
f x f x f x x x x x


= + − + − +

( )

0
0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f x
x x R x

n
+ − + ，

其中 

( 1)
1

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n
n

n

f
R x x x

n

+
+= −

+
， 

 是 0x 与 x之间的一点. ( )nR x 称为拉格朗日余项，公式称为带有拉格朗日余项的泰勒

公式.

拉格朗日余项用 ( )nR x 近似表示 ( )f x 时所产生的精确误差.当对计算的精度要求

不高，不需要余项的精确表达式时，n阶泰勒公式也可以写成 

20
0 0 0 0

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

2!

f x
f x f x f x x x x x


= + − + − +

( )

0
0 0

( )
( ) ( )

!

n
n nf x

x x o x x
n

 + − + −  ，
 

其中 0( )no x x −  称为佩亚诺（Penao）余项，公式称为带有佩亚诺余项的泰勒公式. 

当 0 0x = 时，泰勒公式转化为麦克劳林公式，即 

( )
2(0) (0)

( ) (0) (0) ( )
2! !

n
n

n

f f
f x f f x x x R x

n


= + + + + + ， 

其中 

( 1)
1( )

( )
( 1)!

n
n

n

f
R x x

n

+
+=

+
. 

例 9. 求函数 ( ) exf x = 的n阶麦克劳林展开式.

解：因为
(3) ( )( ) ( ) ( ) ( ) en xf x f x f x f x = = = = = ， 
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所以
(3) ( )(0) (0) (0) (0) 1nf f f f = = = = = ， 

则
2

e 1
2! !

n
x x x

x
n

= + + + + . 

例 10. 求函数 ( ) sinf x x= 的 4 阶麦克劳林展开式. 

解：因为 ( ) cosf x x = ， ( ) sinf x x = − ， ( ) cosf x x = − ，
(4) ( ) sinf x x= ， 

所以 

(0) 0f = ， (0) 1f  = ， (0) 0f  = ， (0) 1f  = − ，
(4) (0) 0f =  

则 ( ) sinf x x= 的 4 阶麦克劳林展开式 

3

sin
3!

x
x x= − .
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第三章 一元函数积分学 

第一节 不定积分 

本节学习目标 

1. 理解原函数和不定积分的概念及性质.

2. 熟练掌握不定积分的基本公式.

3. 熟练掌握不定积分的换元积分法和分部积分法.

一、原函数与不定积分的概念 

1. 原函数的概念

如果在区间 I 上，可导函数 ( )F x 的导函数为 ( )f x ，即对任一 x I ，都有

( ) ( )F x f x = 或d ( ) ( )dF x f x x= ， 

那么函数 ( )F x 就称为 ( )f x 在区间 I 上的原函数. 

例如，因 (sin ) cosx x = ，故sin x 是cos x的一个原函数. 

注：（1）一个函数的原函数不唯一； 

（2）连续函数一定有原函数； 

（3）任意两个原函数之间相差一个常数C ，若 ( )F x 和 ( )G x 均为 ( )f x 的一个原

函数，则有 

( ) ( )F x G x C= + . 

2. 不定积分的概念

在区间 I 上，函数 ( )f x 的带有任意常数项的原函数称为 ( )f x 在区间 I 上的不定

积分，记作 

( )df x x . 

其中记号 “ ”称为积分号， ( )f x 称为被积函数， ( )df x x称为积分表达式，x 称

为积分变量. 

如果 ( )F x 是 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数，则有 
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( )d ( )f x x F x C= + . 

注：求“ ( )df x x ”时，切记要“ C+ ”，因为不定积分找的是全体原函数，而不是一

个原函数. 

例 1. 若
3( )d 4f x x x C= + ，则 ( )f x =（  ）. 

 A. 3x    B. 4x    C. 28x    D. 212x  

解：等式两端同时求导得
2( ) 12f x x= ，故本题答案为 D 项. 

例 2. 求
3dx x . 

解：因为
4 31

( )
4

x x = ，所以
41

4
x 是 3x 的一个原函数.因此 

3 41
d

4
x x x C= + . 

例 3. 求 cos dx x . 

解：因为 (sin ) cosx x = ，所以sin x 是cos x的一个原函数.因此 

cos d sinx x x C= + . 

例 4. 求 dxa x . 

解：因为
1

ln

x xa a
a

 
= 

 
，所以

1

ln

xa
a

是
xa 的一个原函数.因此 

1
d

ln

x xa x a C
a

= + . 

二、不定积分的性质 

性质 1 设函数 ( )f x 及 ( )g x 的原函数存在，则 

 ( ) ( ) d ( )d ( )df x g x x f x x g x x =    . 

性质 2 设函数 ( )f x 的原函数存在， k 为非零常数，则 

( )d ( )d .kf x x k f x x=   
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性质 3 ( )d ( )f x x f x
  =

  或d ( )d ( )df x x f x x  =
  . 

性质 4 ( )d ( )F x x F x C = + 或 d ( ) ( )F x F x C= + . 

注：两个函数代数和（差）的不定积分等于两个函数的不定积分的代数和（差），无乘

积（商）的运算性质. 

例 5. 若cos x是 ( )f x 的一个原函数，则 d ( )f x = （ ）. 

A. sin x C− + B.sin x C+ C. cos x C− + D. cos x C+

解：因为cos x是 ( )f x 的一个原函数， 

所以 ( )d cosf x x x C= + ， ( ) sinf x x= − ， 

则 d ( ) ( ) sinf x f x C x C= + = − + ，故本题答案为 A 项.

例 6. 
2d arctan dx x = . 

解：
2 2d arctan d arctan dx x x x= . 

例 7. 求
2( 5)dx x x− . 

解：原式
5 1 5 1

2 2 2 2( 5 )d d 5 dx x x x x x x= − = −  
7 3

2 2
2 10

7 3
x x C= − + . 

三、基本积分公式 

由于不定积分是求导数（或微分）的逆运算，所以根据导数基本公式就得到相应

不定积分的基本公式. 

（1） dk x kx C= + （ k 是常数）； （2）

1

d
1

x
x x C






+

= +
+ （ 1  − ）； 

（3）
1

d lnx x C
x

= + ； （4）
1

d 2x x C
x

= + ； 

（5） e d ex xx C= + ； （6） d
ln

x
x a

a x C
a

= + ； 
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（7） sin d cosx x x C= − + ；      （8） cos d sinx x x C= + ； 

（9）
2

2

1
d sec d tan

cos
x x x x C

x
= = +  ；   

（10）
2

2

1
d csc d cot

sin
x x x x C

x
= = − +  ； 

（11） sec tan d secx x x x C= + ；     （12） csc cot d cscx x x x C= − + ； 

（13）
2

1
d arctan

1
x x C

x
= +

+ ；    （14）
2

1
d arccot

1
x x C

x

−
= +

+ ； 

（15）
2

1
d arcsin

1
x x C

x
= +

−
 ；   （16）

2

1
d arccos

1
x x C

x

−
= +

−
 ； 

补充扩展公式： 

（17） tan d ln cosx x x C= − + ；    （18） cot d ln sinx x x C= + ； 

（19）
2 2

1 1
d arctan

x
x C

a x a a
= +

+ ；    

（20） 2 2

1 1
d ln

2

x a
x C

x a a x a

−
= +

− + ； 

（21）
2 2

1
d arcsin

x
x C

aa x
= +

−
 ；   

（22）
2 2

2 2

1
d ln( + )

+
x x x a C

x a
= + + ； 

（23）
2 2

2 2

1
d lnx x x a C

x a
= + − +

−
 ；   

（26） sec d ln sec tanx x x x C= + + ； 

（27） csc d ln csc cotx x x x C= − + . 

四、不定积分的计算方法 

（一）直接积分法 

在求不定积分时，往往对被积函数做适当恒等变形（三角恒等变形、代数运算等）
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后，并利用不定积分的性质和基本积分公式来求不定积分的方法. 

例 8. 求
3

dx

x x
 . 

解：原式
4

3 dx x
−

= 
1

33x C
−

= − + . 

例 9. 求
4

2
d

1

x
x

x+ . 

解：原式
4

2

1 1
d

1

x
x

x

− +
=

+

2 2

2 2

( 1)( 1) 1
d d

1 1

x x
x x

x x

+ −
= +

+ + 

31
arctan

3
x x x C= − + + . 

例 10. 求
2

3

1
d

x x
x

x x

+ +

+ . 

解：原式

2

3 3

1
d

x x
x

x x x x

 +
= + 

+ + 


2

2 2

1
d d

(1 ) (1 )

x x
x x

x x x x

+
= +

+ + 

2

1 1
d d

1
x x

x x
= +

+ 

ln arctanx x C= + + . 

例 11. 求
2tan dx x . 

解：原式
2(sec 1) dx x= −

tan x x C= − + . 

例 12. 求
cos 2

d
cos sin

x
x

x x− . 
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1 

解：原式
(cos sin )(cos sin )

d
cos sin

x x x x
x

x x

− +
=

−  

(cos sin )dx x x= +  

sin cosx x C= − + . 

例 13. 求
2 3 5 2

d
3

x x

x
x

 − 
 . 

解：原式
2

2d 5 d
3

x

x x
 

= −  
 

   

1 2
2 5

2 3
ln

3

x

x C
 

= −  + 
  . 

例 14. 求 3 e dx x x . 

解：原式 (3e) dx x=   

1
(3e)

ln3e

x C= + . 

（二）第一类换元法（凑微分法） 

1.积分形式不变性 

若 ( )d ( )f x x F x C= + ，则 ( )d ( )f u u F u C= + ，其中 ( )u x= . 

2.凑微分法 

设 ( )f u 具有原函数 ( )F u ， ( )u x= 可导，则有换元公式 

   ( ) ( )d ( ) d ( )f x x x f x x    =  ( )u x=令  

 
( )

( )d ( ) ( )
u x

f u u F u C F x C



=

= + + . 

注：（1）公式做了凑微分运算： ( )d d ( )x x x  = ，故第一类换元积分法又称凑微分法. 

（2）实质是原积分不易计算，凑微分得到比较容易计算的积分 ( ) df u u . 

（3）换元积分后需回代，熟练后可省掉换元的步骤. 

例 15. 求 2sin 2 dx x . 
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解：原式 sin 2 (2 ) dx x x= 

sin 2 d2x x= 
2u x=令 sin du u

cosu C= − + 2u x= cos 2x C− + . 

例 16. 求
2

2 e dxx x . 

解：原式
2 2e ( ) dx x x= 
2 2e dx x= 

2u x= e du u

eu C= +
2u x= 2

ex C+ . 

注：不定积分的第一类换元积分法应用熟练后，可以省略变量代换的过程，直接凑微

分后得到结果即可，之后的例子不在做变量代换. 

例 17. 求
1

d
(1 2ln )

x
x x+ . 

解：原式
1 1

d(1 2ln )
2 1 2ln

x
x

= +
+

1
ln 1 2ln

2
x C= + + . 

例 18. 求
3sin dx x . 

解：原式
2sin sin dx x x= 

2(1 cos ) sin dx x x= − 
2(1 cos )dcosx x= − −

31
cos cos

3
x x C= − + + . 

例 19. 求
2

arcsin
d

1

x x
x

x

−

−
 . 

解：原式
2 2

arcsin
d

1 1

x x
x

x x

 
= − 

− − 

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2

2

1 1
arcsin d arcsin d(1 )

2 1
x x x

x
= + −

−
   

  
2 21

(arcsin ) 1
2

x x C= + − + . 

例 20. 求
2 5sin cos dx x x . 

解：原式
2 4sin cos cos dx x x x=   

  
2 2 2sin (1 sin ) dsinx x x= −  

  
2 4 6(sin 2sin sin )dsinx x x x= − +  

  
3 5 71 2 1

sin sin sin
3 5 7

x x x C= − + + . 

例 21. 求
2

1
d

1 9
x

x+ . 

解：原式 2

1 1
d(3 )

3 1 (3 )
x

x
=

+  

  
1

arctan 3
3

x C= + . 

例 22. 求
2 2

1
d ( 0)x a

a x


−
 . 

解：原式
2

1 1
d

1

x
a x

a

=

 
−  

 

  

  
2

1
d

1

x

ax

a

=

 
−  

 


 

  arcsin
x

C
a

= + . 

例 23. 求
2 2

1
dx

x a− . 
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解：原式
1 1 1 1

d d
( )( ) 2

x x
x a x a a x a x a

 
= = − 

+ − − + 
   

1 1 1
d( ) d( )

2
x a x a

a x a x a

 
= − − + − + 

 

1
ln

2

x a
C

a x a

−
= +

+
. 

例 24. 求
2tan dx x . 

解：原式
2(sec 1)dx x= −

2sec d dx x x= − 

tan x x C= − + . 

例 25. 若 ( )d ( )f x x F x C= + ，则 e (e )dx xf x− − = （ ）. 

A. (e )xF C+ B. (e )xF C−− +   

C. (e )xF C− +   D.
(e )xF

C
x

−

+

解： e (e )dx xf x− −

 (e )de (e )x x xf F C− − −= − = − + ，

故本题答案为 B 项. 

（三）第二类换元法

第二类换元法强调，当积分 ( )df x x 中不便于计算时，需要应用整体换元的思想，

一般引入新的积分变量 t ，设 ( )x t= 是单调的可导函数，并且 ( ) 0t  ，则将原积

分转化为  ( ) d ( )f t t  ，此过程可表示为

( )df x x d ( )d

( )

x t t

u x





= 

=令  ( ) ( )df t t t  . 

这种求不定积分的方法称为第二类换元法，第二类换元法主要用于求被积函数中

含有根号的一类积分，选择合适的函数 ( )x t= 是去掉根号的主要思路，积分完毕后

要做变量还原.一般地，第二类换元积分法常用于被积函数中含有根式的情形，常用变

量代换总结如下： 
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1. 简单无理根式代换 

（1）被积函数中只含有一个根号 n ax b+ ，可试用 nt ax b= + ； 

（2）被积函数中含有两个根号 1n
x ， 2n

x ，可试用 nt x= ，其中n为 1n ， 2n 的最小

公倍数. 

例 26. 求
1

d
1 1

x
x− +

 . 

解：令 1t x= + ，则
2 1 d 2 dx t x t t= − =， ， 

原式
1 1 1 1

2 d 2 d 2 1 d
1 1 1

t
t t t t

t t t

− −  
= = − = − − 

− − − 
    

1 1
2 2 d 2 2 d(1 )

1 1
t t t t

t t
= − + = − − −

− −   

2 2ln 1t t C= − − − +  

  2 1 2ln 1 1x x C= − + − − + + . 

例 27. 求
1

d
1 ex

x
+

 . 

解：令 1 ext = + ，则
2

2

2
ln( 1) d d

1

t
x t x t

t
= − =

−
， ， 

原式
2 2

1 2 2
d d

1 1

t
t t

t t t
=  =

− −   

  
2

d
( 1)( 1)

t
t t

=
+ −  

1 1
d( 1) d( 1)

1 1
t t

t t
= − − +

− +   

  ln 1 ln 1t t C= − − + +  

  2ln( 1 e 1)x x C= + − − + . 

例 28. 求
4

1
dx

x x+
 . 
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解：令 4t x= ，则
4 3d 4 dx t x t t= =， ，则 

原式
2

3

2

1 4
4 d d

1

t
t t t

t t t
= =

+ + 

2 1 1
4 d

1

t
t

t

− +
=

+

( 1)( 1) 1
4 d 4 d

1 1

t t
t t

t t

+ −
= +

+ +   

1
4 ( 1)d 4 d( 1)

1
t t t

t
= − + +

+ 

22 4 4ln 1t t t C= − + + +

4 42 4 4ln 1x x x C= − + + + . 

2. 三角代换

（1）被积函数中含有 2 2a x− ，可试用
π π

sin
2 2

x a t t
 

=  − 
 

， ， ， 

（利用
2 2sin cos 1x x+ = ）. 

（2）被积函数中含有 2 2x a− ，可试用
π

sec 0
2

x a t t
 

=  
 

， ， ， 

（利用
2 2sec 1 tanx x− = ）. 

（3）被积函数中含有 2 2x a+ ，可试用
π π

tan
2 2

x a t t
 

=  − 
 

， ， ， 

（利用
2 2tan 1 secx x+ = ）. 

注：回代时需构造辅助三角形 

例 29. 求
24 dx x− . 

解：令
π π

2sin
2 2

x t t
 

=  − 
 

， ， ，则d 2cos dx t t= ，即

原式
24 4sin 2cos dt t t= − 

2

4-x2

x

)t
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2cos 2cos d 2 (1 cos 2 )dt t t t t=  = +   

2 cos 2 d2 2 sin 2t t t t t C= + = + +  

21
2arcsin 4

2 2

x
x x C= + − + . 

例 30. 求
21 dx x x+ .  

解：令
π π

tan
2 2

x t t
 

=  − 
 

， ， ，则 2d sec dx t t= ， 

原式
2 2tan 1 tan sec dt t t t= +   

2 2tan sec sec d sec dsect t t t t t=  =   

3

3 2 2
1 1

sec (1 )
3 3

t C x C= + = + + . 

例 31. 求
2 2

1
d

9
x

x x −
 . 

解：令
π

3sec (0 )
2

x t t= ， ， ，则d 3sec tan dx t t t= ，  

原式
2 2

1
3sec tan d

9sec 9sec 9
t t t

t t
=

−
  

1 1 1
tan d d

3sec 3tan 9 sec
t t t

t t t
= =

   

21 1 9
cos d sin

9 9 9

x
t t t C C

x

−
= = + = + . 

（四）分部积分法 

设函数 ( )u u x= 及 ( )v v x= 具有连续导数，那么两个函数乘积的导数公式为 

( )uv u v uv  = + ， 

移项得 

( )uv uv u v  = − ， 

1+x2

x

1

)t

x x2—9

3

)t
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对这个不等式两边同时求不定积分，得 

d duv x uv vu x = −  . 

或  d du v uv v u= −  . 

注：（1）分部积分后， du v x 要比 duv x 容易计算； 

（2）解决问题时，一般先将 duv x 凑微分为 du v ，再使用分部积分.

分部积分口诀：反对幂三指，谁在后谁为v .

其中反代表反三角函数；对代表对数函数；幂代表幂函数；指代表数函数；三代表三

角函数（正余弦）. 

例 32. 求 cos dx x x .

解：原式 dsinx x=   

sin sin dx x x x= − 

sin cosx x x C= + + . 

例 33. 求 e dxx x−

 . 

解：原式 de xx −= −

e e dx xx x− −= − + 

e ex xx C− −= − − + . 

例 34. 求 arctan dx x x .

解：原式
21

arctan d
2

x x= 

2 2

2

1 1
arctan d

2 1
x x x x

x

 
= −  

+ 


2
2

2

1 1 1
arctan d

2 1

x
x x x

x

 + −
= − 

+ 

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2

2

1 1
arctan d d

2 1
x x x x

x

 
= − + 

+ 
   

  
21

( arctan arctan )
2

x x x x C= − + + . 

例 35. 求 sin cos dx x x x . 

解：原式
1

sin 2 d
2

x x x=   

  
1

d cos 2
4

x x= −   

  
1 1

cos 2 cos 2 d
4 4

x x x x= − +   

  
1 1

cos 2 sin 2
4 8

x x x C= − + + . 

例 36. 求
2ln dx x . 

解：原式
2ln dx x=   

  
2 2ln d lnx x x x= −   

  
2 1

ln 2 ln dx x x x x
x

= −   

  
2ln 2 ln dx x x x= −   

  
2 1

ln 2 ln 2 dx x x x x x
x

= − +   

  2ln 2 ln 2x x x x x C= − + + . 

例 37. 求
2e ln(1 ) dx x x + +  . 

解：原式
2e d ln(1 )dx x x x= + +   

  
21

e d2 ln(1 ) dln(1 )
2

x x x x x x= + + − +   
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21 1
e ln(1 ) d

2 1

x x x x x
x

= + + − 
+

21 1 1
e ln(1 ) d

2 1

x x
x x x

x

+ −
= + + −

+

21 1
e ln(1 ) d d(1 )

2 1

x x x x x
x

= + + − + +
+ 

21
e ln(1 ) ln 1

2

x x x x x C= + + − + + + . 

例 38. 求 e dx x . 

解：令 x t= ，则
2x t= ，d 2 dx t t= ， 

原式 2 e dt t t= 

2 dett= 

2 e 2 e dt tt t= − 

2 e 2et tt C= − +

2 e 2ex xx C= − + . 

例 39. 求 e sin dx x x . 

解：原式 sin dexx= 

e sin e dsinx xx x= − 

e sin e cos dx xx x x= − 

e sin cos dex xx x= −   

e sin e cos e d cosx x xx x x= − + 

e sin e cos e sin dx x xx x x x= − − 

综上可得 e sin d e sin e cos e sin dx x x xx x x x x x= − −  ， 

故 12 e sin d e sin e cosx x xx x x x C= − + ， 
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即
1

e sin d (e sin e cos )
2

x x xx x x x C= − + (其中 1

1

2
C C= ). 

例 40. 求
3sec dx x . 

解：原式 sec dtanx x=   

  
2sec tan sec tan dx x x x x= −   

  
2sec tan sec (sec 1)dx x x x x= −  −  

  
3sec tan sec d sec dx x x x x x= − +   

  
3sec tan ln sec tan sec dx x x x x x= + + −  ， 

综上，
3 3sec d sec tan ln sec tan sec dx x x x x x x x= + + −  ， 

即
3

12 sec d sec tan ln sec tanx x x x x x C= + + + ， 

得
3 1

sec d (sec tan ln sec tan )
2

x x x x x x C= + + + (其中 1

1

2
C C= ). 

例 41. 设 ( )f x 的一个原函数为
2

e x− ，求 ( )dxf x x . 

解：因为 ( )f x 的一个原函数为
2

e x− ， 

所以易得
2 2

( ) (e ) 2 ex xf x x− −= = − ，
2

( )d e xf x x C−= + ， 

( )d d ( ) ( ) ( )dxf x x x f x xf x f x x = = −   . 

2 222 e ex xx C− −= − − + . 
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第二节 定积分 

本节学习目标 

1. 理解定积分的概念和几何意义，掌握定积分的基本性质.

2. 理解变限积分函数的定义，掌握求变限积分函数导数的方法.

3. 熟练掌握牛顿-莱布尼兹（Newton-Leibniz）公式，掌握定积分的换元法和分部积分

法. 

4. 了解无穷区间上有界函数的广义积分与有限区间上无界函数的瑕积分的概念，掌握

其计算方法.  

一、定积分的概念 

1. 定积分的定义

问题引入：曲边梯形的面积计算 

曲边梯形是由连续曲线 ( )y f x= ，（ ( ) 0f x  ）以及 x a= ，x b= 及 x 轴围成的

图形.如下图 3-2-1： 

图 3-2-1 

在已有的知识基础上，并未接触过曲边梯形面积的计算方法，下面着重讨论曲边梯形

面积计算的方法： 

（1）分割 

取 0 1 2 na x x x x b=     = ，则 

       0 1 1 2 1n na b x x x x x x−=   ， ， ， ， ， 

其中 1(1 )i i ix x x i n−= − ≤ ≤ ； 

（2）近似替代（以直代曲） 

•••

y=f(x)

••••••

••• bxixi 1x2x1a

••••••

y

O x
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( )i i iS f x   ， 1 1i i i i i ix x x x x− − = −≤ ≤ ， ； 

（3）近似求和 

1 1

( )
n n

n i i i

i i

S S f x
= =

=  =   ； 

（4）取极限 

0 0
1

lim lim ( )
n

n i i

i

S S f x
 


→ →

=

= =  ，（其中  
1
max i

i n
x = 

≤ ≤
）. 

如果上述极限存在（与分法无关，与 i 的取法无关），则称 ( )f x 在 a b， 上可积，

并称上述极限为 ( )f x 在 a b， 上的定积分，记为 

0
1

( )d lim ( )
nb

i i
a

i

f x x f x



→

=

=  . 

其中 ( )f x 叫做被积函数， ( )df x x叫做被积表达式，x叫做积分变量，a叫做积

分下限，b 叫做积分上限， a b， 叫做积分区间. 

注：定积分的值只与被积函数及积分区间有关，而与积分变量的记法无关，也就是说 

( )d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x x f t t f u u= =   . 

2. 定积分存在的充分条件(可积的条件) 

（1）若 ( )f x 在 a b， 上连续，则 ( )f x 在 a b， 上可积； 

（2）若 ( )f x 在 a b， 上单调有界，则 ( )f x 在 a b， 上可积； 

（3）若 ( )f x 在 a b， 有有限个间断点，且有界，则 ( )f x 在 a b， 上可积. 

3. 定积分的几何意义 

（1）在区间  a b， 上函数 ( ) 0f x ≥ 时，定积分

( )d
b

a
f x x 在几何上表示由曲线 ( )y f x= ，两条直线

x a x b= =， 与 x轴所围成的曲边梯形的面积，如右

图 3-2-2. 

                     图 3-2-2   

O

y

x
x=bx=a

y=f(x)



第 104 页 

（2）在区间  a b， 上函数 ( ) 0f x ≤ 时，定积

分 ( )d
b

a
f x x 在几何上表示由曲线 ( )y f x= ，

两条直线 x a x b= =， 与 x 轴所围成的曲边梯

形位于 x轴的下方，定积分 ( )d
b

a
f x x 在几何上

表示上述曲边梯形面积的负值，如右图 3-2-3. 

    图 3-2-3 

（3）在区间  a b， 上 ( )f x 既取得正值又

取得负值时，函数 ( )f x 的图形某些部分在

x轴的上方，而其他部分在 x轴的下方，此

时定积分 ( )d
b

a
f x x 表示 x 轴上方图形的面

积减去 x轴下方面积所得之差（代数和），即 

1 2 3( )d
b

a
f x x A A A= − + ，如右图 3-2-4.  图 3-2-4 

二、定积分的性质 

性质 1 若 a b= 时， ( )d 0
a

a
f x x = ； 

性质 2 若 a b 时， ( )d ( )d
b a

a b
f x x f x x= −  ； 

性质 3 设 与 均为常数，则 

 ( ) ( ) d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x    =    ； 

性质 4 区间可加性 ( )d ( )d ( )d ( )
b c b

a a c
f x x f x x f x x c R= +    ， ； 

性质 5 如果在区间 a b， 上 ( ) 1f x  ，那么

d
b

a
x b a= − ； 

性质 6 设函数 ( )f x 在区间 a a− ， 上连续.

A

x=bx=a

y=f(x)

y

xO

y=f(x)

A3

A2

x=bx=a O

y

x

A1
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（1）若 ( )f x 在区间 a a− ， 上为偶函数，则
0

0
( )d 2 ( )d 2 ( )d

a a

a a
f x x f x x f x x

− −
= =   ； 

（2）若 ( )f x 在区间 a a− ， 上为奇函数，则 ( )d 0
a

a
f x x

−
= . 

例 1. 计算
3

2

3
9 dx x

−
− =      . 

解：因为 29 x− 为偶函数，所以根据性质及几何意义知， 

原式
3

2 2

0
2 3 dx x= −  

21 9
2 π 3 π

4 2
=   = . 

例 2. 下列定积分结果为 0 的是（  ）. 

A.
1

1
cos dx x x

−       B.
1

1
sin dx x x

−  

C.
1

2

1
( sin )dx x x

−
+      D.

1
2

1
( cos )dx x x

−
+  

解：A 项： ( ) cosf x x x= 显然为奇函数，根据“偶倍奇零”性质得 

1

1
cos d 0x x x

−
= ，故本题答案为 A 项； 

B 项： ( ) sinf x x x= 显然为偶函数，根据“偶倍奇零”性质得 

1 1

1 0
sin d 2 sin d 0x x x x x x

−
=   ，故排除； 

C 项： 2( ) sinf x x x= + 显然为非奇非偶函数，根据“偶倍奇零”性质得 

1
2

1
( sin )d 0x x x

−
+  ，故排除； 

D 项： 2( ) cosf x x x= + 显然为偶函数，根据“偶倍奇零”性质得 

1
2

1
( cos )d 0x x x

−
+  ，故排除. 

例 3. 定积分
1

0

d
arcsin d

d
x x

x
= （     ）. 

A. 0          B. arcsin x  
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C.
2

1

1 x−
D.

2



解：由定积分的几何意义可知，定积分代表曲边梯形的面积，是一个数值， 

故
1

0

d
arcsin d

d
x x

x  表示对
1

0
arcsin dx x 求导， 

所以
1

0

d
arcsin d 0

d
x x

x
= ，故本题答案为 A 项. 

三、牛顿—莱布尼茨公式 

如果函数 ( )F x 是连续函数 ( )f x 在区间 a b， 上的一个原函数，那么

( )d ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x x F x F b F a= = − . 

上式叫做牛顿(Newton)—莱布尼茨（Leibniz）公式.这个定理表明，一个连续函数

在区间 a b， 上的定积分等于它的任一个原函数在区间  a b， 上的增量，这就给定积

分提供了一个有效而简便的计算方法，通常把上述公式称为微积分基本公式. 

例 4. 计算
1

3

0
dx x . 

解：原式

1

4

0

1 1

4 4
x= = . 

例 5. 计算
4 2

0

21

3 3 1
d

1

x x
x

x−

+ +

+ . 

解：原式
2 2

0

21

3 ( 1) 1
d

1

x x
x

x−

+ +
=

+

0 0
2

21 1

1
3 d d

1
x x x

x− −
= +

+ 

0 03

11
arctanx x

−−
= +

1 (0 )
4


= + +

1
4


= + . 
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例 6. 计算
22

0
cos sin dx x x



 . 

解：原式
22

0
cos d cosx x



= −  

  
2

3

0

1
cos

3
x



= −  

  
1

3
= . 

例 7. 计算
3

4

21
d

1

x
x

x− + . 

解：原式
2

4
2

21

1
d(1 )

2 1

x
x

x−
= +

+  

  

2
4

2

21

1 1 1
d(1 )

2 1

x
x

x−

+ −
= +

+  

  
4

2

21

1 1
(1 )d(1 )

2 1
x

x−
= − +

+  

  
4 4

2 2

1 1

1 1
(1 ) ln (1 )

2 2
x x

− −
= + − +  

  
1 17

(15 ln )
2 2

= − . 

例 8. 计算
ln 2

0
e (e 1)dx x x+ . 

解：原式
ln 2

0
(e 1)d(e 1)x x= + +  

  

ln 2

2

0

1 5
(e 1)

2 2

x= + = . 

例 9. 计算 42

0
cos dx x



 . 

解：（法一）原式 22

0

1 cos 2
( ) d

2

x
x


+

=   



第 108 页 

22

0

1
(cos 2 2cos 2 1)d

4
x x x



= + +

   2 2

0 0

1 1 cos 4 1
( )d (2cos 2 1)d

4 2 4

x
x x x

 
+

= + + 

   
2 2

0 0

1 1 1 1 1
sin 4 2 sin 2

4 2 4 4 2
x x x x

 

   
=  + +   +   

   

   
3

16


= . 

(法二)原式
3 1

4 2 2 16

 
=   = . 

注：华里士公式（点火公式）： 2 2

0 0
sin d cos dn nI x x x x

 

= =  ， 

1 3 3 1
(

2 4 2 2

1 3 6 4
(

2 7 5 3

n n
n

n n
I

n n
n

n n

− − 
     −

= 
− −      

 −

为正偶数）

为正奇数）

例 10. 计算
2

0
cos dx x



 . 

解：由题意可知，在 0 2， 上，

cos 0 2
2 2

cos

cos
2 2

x x x

x

x x

 


= 
 −



，≤ ≤ 或 ≤ ≤

， ≤ ≤

， 

故
2 2

2 2

0 0
22

cos d cos d ( cos )d cos dx x x x x x x x
 

 

= + − +   

2
22

0
22

sin sin sinx x x



= − +

1 ( 1 1) (0 1)= − − − + +

4= . 
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例 11. 设

21 0
( )

e 0x

x x
f x

x−

 +
= 



，≤

，
，求定积分

2

1
( )df x x

− . 

解：原式
0 2

2

1 0
(1 )d e dxx x x−

−
= + +   

  

0
2

3

0
1

1
( ) e

3

xx x −

−

= + −  

  
21

0 ( 1 ) (e 1)
3

−= − − − − −  

  
27

e
3

−= − . 

例 12. 设 ( )f x 在 0 1， 上连续，且满足
1

0
( ) e 2 ( )dxf x f t t= +  ，求 ( )f x . 

解：设
1

0
( )df t t A= （常数），则 ( ) e 2xf x A= + ， 

所以
1 1 1

0 0 0
( )d ( )d (e 2 )dxf t t f x x A x= = +    

         
1

0
(e 2 )x Ax= +  

         e 2 1A= + − . 

综上 e 2 1A A= + − ，解得
1

0
( )d 1 ef t t A= = − ， 

所以 ( ) e 2(1 e)xf x = + − . 

四、定积分的换元法和分部积分法 

1. 定积分的换元法 

 设函数 ( )f x 在区间 a b， 上连续，函数 ( )x t= 满足条件： 

（1） ( ) a  = ， ( ) b  = ； 

（2） ( )t 在  ， (或  ， )上具有连续导数，且其值域  R a b = ， ，则有 

 ( )d ( ) ( )d
b

a
f x x f t t t




 =  . 

注：应用换元公式时有两点值得注意： 

（1）换元必换限，但换元积分后不必像计算不定积分那样进行回代，只需利用牛顿-
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莱布尼茨公式将新的上下限代入原函数计算增量即可； 

（2）换元后积分上限可以小于下限； 

（3）用凑微分法确定原函数时，不用换限，即    ( ) ( )d ( ) d ( )
b b

a a
g x x x g x x    =  . 

例 13. 计算
7

30

1
d

1 1
x

x+ +
 . 

解：令 3 1t x= + ，则 3 21 d 3 dx t x t t= − =， ， 

当 0x = 时， 1t = ；当 7x = 时， 2t = ， 

原式
2

2

1

1
3 d

1
t t

t
=

+

2
2

1

1 1
3 d

1

t
t

t

− +
=

+

2 2

1 1

( 1)( 1) 1
3 d 3 d( 1)

1 1

t t
t t

t t

− +
= + +

+ + 

2
22

1
1

1
3 3ln 1

2
t t t

 
= − + + 

 

1 3
3( ln )

2 2
= + . 

例 14. 计算
ln8

ln3

e
d .

1 e

x

x
x

+


解：令 1 ext = + ，则
2

2

2
ln( 1) d d

1

t
x t x t

t
= − =

−
， ， 

当 ln3x = 时， 2t = ；当 ln8x = 时， 3t = ， 

原式
2

3

22

1 2
d

1

t t
t

t t

−
= 

−

3

2
2 dt= 

3

2
2 2t= = . 

例 15. 计算
2

2

0
4 dx x− . 
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解：令 2sinx t= ，则d 2cos dx t t= ， 

当 0x = 时， 0t = ；当 2x = 时，
π

2
t = ， 

原式
π

22

0
4cos dt t=   

 
π

2

0
2 (1 cos 2 )dt t= +  

 

π

2

0

1
2 sin 2

2
t t

 
= + 

 
 

 π= . 

例 16. 计算
3

2 21

1
d

1
x

x x+
 . 

解：令 tanx t= ，则 2d sec dx t t= ， 

当 1x = 时，
4

t


= ；当 3x = 时，
π

3
t = ， 

原式

π

23
2

4

1
sec d

tan sec
t t

t t
=

  

 

π

3
2

4

cos
d

sin

t
t

t
=   

 

π

3
2

4

1
d sin

sin
t

t
=   

 
3

4

1

sin t





= −  

 
2

2 3
3

= − . 

例 17. 已知函数 ( )f x 在 a a− ， 上连续，且 0a  ，证明： 

 
0

( )d ( ) ( ) d
a a

a
f x x f x f x x

−
= + −  . 
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证明：由题可知  
0 0 0

( ) ( ) d ( )d ( )d
a a a

f x f x x f x x f x x+ − = + −   ， 

令 x t− = ，则 x t= − ，d dx t= − ， 

当 0x = 时， 0t = ；当 x a= 时， t a= − ， 

所以
0 0

0 0
( )d ( ) d ( )d ( )d

a a

a a
f x x f t t f t t f x x

−

− −
− = − = =    ， 

则  
0

0 0
( ) ( ) d ( )d ( )d ( )d

a a a

a a
f x f x x f x x f x x f x x

− −
+ − = + =    . 

2. 定积分的分部积分法

设函数 ( )u x ， ( )v x 在 a b， 上具有连续导数，则

d d
b bb

aa a
u v uv v u= −  . 

此公式称为定积分的分部积分公式. 

分部积分法口诀：反对幂三指，谁在后谁为v . 

注：一般情况下，分部积分计算时可以边积边代限简化运算. 

例 18. 计算
e

1
ln dx x x . 

解：原式
e

2

1

1
ln d

2
x x= 

e
e

2 2

1
1

1 1
ln d ln

2 2
x x x x= − 

e
2 2

1

1 1 1
e d

2 2
x x

x
= − 

e

2 2

1

1 1
e

2 4
x= −

21
(e 1)

4
= + . 

例 19. 计算
1

0
sin dx x x . 

解：原式
1

0
d cosx x= −
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11

0 0
cos cos dx x x x= − +   

  
1

0
cos1 sin x= − +  

  sin1 cos1= − . 

例 20. 计算

1

2

0
arcsin dx x . 

解：原式

11
22

0 20

1
arcsin d

1
x x x x

x
= −

−
  

  

1

22

20

1 1 1
d(1 )

2 6 2 1
x

x


=  + −

−
  

  

1

2
2

0

1
2 1

12 2
x


= +  −  

  
3

1
12 2


= + − . 

例 21. 计算
e

1
sin(ln ) dx x . 

解：原式
ee

1 1
sin(ln ) dsin(ln )x x x x= −   

e

1

1
esin1 cos(ln ) dx x x

x
= −   

ee

1 1

1
esin1 cos(ln ) sin(ln ) dx x x x x

x
= − −   

e

1
esin1 ecos1 1 sin(ln ) dx x= − + −   

综上所述，
e e

1 1
sin(ln ) d esin1 ecos1 1 sin(ln ) dx x x x= − + −  ， 

所以
e

1

1
sin(ln ) d (esin1 ecos1 1)

2
x x = − + . 

例 22. 计算
2

1

1
e dx x−

 . 

解：令 1t x= − ，则
2 1x t= + ，d 2 dx t t= ， 
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当 1x = 时， 0t = ，当 2x = 时， 1t = ， 

原式
1

0
e 2 dt t t= 

1

0
2 dett= 

11

0 0
2 e 2 e dt tt t= − 

1

0
2e 2e 2t= − = . 

五、变限积分函数及其导数 

设 ( )f x 在区间 a b， 上连续，对于 ( )f x 在部分区间 a x， 上的定积分

( )d
x

a
f t t ， 

称为变上限积分函数. 

若函数 ( )f x 在区间 a b， 上连续，那么变上限积分函数

( )d
x

a
f t t ， 

在 a b， 上可导，它的导数

d
( ) ( ( )d  ) ( )d  ( )

d

x x

a a
x f t t f t t f x

x
 = = =  . 

该定理说明连续函数的原函数是存在的，同时提供了利用原函数计算定积分的方法. 

推论 1  设 ( )f x 在区间 a b， 上连续，则 ( ( )d ) ( )
b

x
f t t f x = − ， 

( )d
a

x
f t t 称为变下限积分函数. 

推论 2  设 ( )f x 在区间 a b， 上连续， ( )h x 和 ( )g x 在 a b， 上可导，则

   
( )

( )
( ( )d ) ( ) ( ) ( ) ( )

g x

h x
f t t f g x g x f h x h x  = − . 

推论 3  设 ( )f x 在区间 a b， 上连续， ( )g x 在 a b， 上可导，则

 
( )

( ( )d ) ( ) ( )
g x

a
f t t f g x g x = . 
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推论 4  设 ( )f x 在区间 a b， 上连续， ( )h x 在 a b， 上可导，则 

 
( )

( ( )d ) ( ) ( )
b

h x
f t t f h x h x = − . 

例 23. 求
1

sin 2 d
x

y t t t=  的导数. 

解：
1

( sin 2 d ) sin 2
x

y t t t x x = = . 

例 24. 求
0

2

sin
ln(1 )d

x
y t t= + 的导数. 

解：
0

2 2

sin
ln(1 )d ln(1 sin ) cos

x
y t t x x

  = + = − + 
   . 

例 25. 求
cos

2

sin

d
cos( )d

d

x

x
t t

x
 =      . 

解：
cos

2 2 2

sin

d
cos( )d sin cos( cos ) cos( sin )cos

d

x

x
t t x x x x

x
 = −  −  . 

例 26. 设连续函数 ( )f x 满足 2

1
( )d

x

y x f t t=  ，求
d

d

y

x
. 

解：因为 2

1
( )d

x

y x f t t=  ， 

所以
2

1

d
2 ( )d ( )

d

xy
x f t t x f x

x
= + . 

例 27. 求 0

20

arcsin d
lim

2e 2 2

x

xx

t t t

x x→ − − −


. 

解：原式
0

arcsin
lim

2e 2 2xx

x x

x→
=

− −
 

  

2

0
lim

2e 2 2xx

x

x→
=

− −
 

  
0

2
lim

2e 2xx

x

→
=

−
 

  
0

lim 1
x

x

x→
= = . 
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例 28. 求

1
sin

0

0

0

(1 ) d
lim

sin
d

x
t

xx

t t

t
t

t

→

+


. 

解：原式

1

sin

0

(1 sin ) cos
lim

sin

x

x

x x

x

x

→

+
=

1

sin

0

(1 sin ) cos
lim

x

x

x x x

x→

 +
=

1

sin

0
lim(1 sin ) cosx

x
x x

→
= +

e= . 

六、广义积分 

1. 无穷区间的广义积分—有如下三种情形

设 ( )f x 的一个原函数为 ( )F x ，则无穷区间的广义积分如下：

（1）
+

( ) d ( ) lim ( ) ( )
aa x

f x x F x F x F a
 +

→+
= = − .

（2） ( ) d ( ) ( ) lim ( )
b b

x
f x x F x F b F x

−− →−
= = − .

（3） ( ) d ( ) lim ( ) lim ( )
x x

f x x F x F x F x
+ +

−− →+ →−
= = − .

注：①当上述极限存在时，称广义积分收敛，否则发散； 

②关于在（3）中，只有当 lim ( )
x

F x
→+

与 lim ( )
x

F x
→−

同时存在时原广义积分收敛，

否则发散. 

③由于上述三类广义积分的积分区间都是无穷区间，所以把它们统称为无穷区间

上的广义积分，也称为无穷积分. 

例 29. 计算
2

1
d

1
x

x

+

− + ，并判断其敛散性. 

解：原式 arctan x
+

−
=
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  lim arctan lim arctan
x x

x x
→+ →−

= −  

  
2 2

  
= − − =  

 
. 

故该广义积分收敛. 

例 30. 判断 2 2

1 1
sin dx

x x

+


 的敛散性. 

解：原式 2

1 1
sin d

x x

+



= −  

  
2

1
cos

x

+



=  

  
1

lim cos cos
2x x→+


= −  

  1= . 

故该广义积分收敛. 

例 31. 广义积分
0

e dkx x
+

−

 收敛的条件是（  ）.  

A. 0k          B. 0k   

C. 0k≥         D. 0k≤  

解：原式
0

1
e kx

k

+

−= −  

  
1 1

lim e kx

x k k

−

→+
= − +  

显然 0k  ，要使该广义积分收敛，故
1

lim e kx

x k

−

→+
− 一定为常数，即 0k  ， 

故本题答案为 A 项. 

2. 无界函数的广义积分—有如下三种情形 

（1）设函数 ( )f x 在区间 ( a b， 上连续，且 lim ( )
x a

f x
+→

=  ，称 x a= 为 ( )f x 的无穷间

断点（又称为瑕点）； 
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( ) d ( ) ( ) lim ( )
b b

aa x a
f x x F x F b F x

+→
= = − .

（2）若b 为瑕点，即 lim ( )
x b

f x
−→

= ， ( )f x 在区间 )a b， 上的广义积分为

( ) d ( ) lim ( ) ( ).
b b

aa x b
f x x F x F x F a

−→
= = −

（3）若 x c= 在 a b， 内部，则 ( )f x 在区间 a b， 上的广义积分为

( )d ( )d ( )d ( ) ( )
b c b c b

a ca a c
f x x f x x f x x F x F x= + = +  

lim ( ) ( ) ( ) lim ( )
x c x c

F x F a F b F x
− +→ →

= − + − .

注：①一般在专升本高等数学考试中，广义积分的两种类型都容易考查到，无限区间

的广义积分容易区别，但无界函数的广义积分不易区分，一般只有在出现广义积分字

样时需要考虑无界函数的广义积分，而一般的积分没有出现“广义积分”字样不需要

考虑是不是广义积分，后续不再提及； 

②当上述极限存在时，称广义积分收敛，否则发散.

例 32. 判断
1

20

1
dx

x 的敛散性. 

解：因为
20

1
lim
x x→

=  ，故 0x = 为瑕点，

所以

1
1

20 0
0

1 1 1
d 1 lim

x
x

x x x+→
= − = − + =  ， 

故该广义积分发散. 

例 33. 判断
1

20
d

1

x
x

x−
 的敛散性. 

解：因为
21

lim
1x

x

x
−→

= 
−

，故 1x = 为瑕点， 

所以
1 1

2

2 20 0

1 1
d d(1 )

21 1

x
x x

x x
= − −

− −
 

1

2

0

1
2 1

2
x= −  −
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2

1
lim 1 1
x

x
−→

= − − +  

      1= . 

故该广义积分收敛. 

例 34. 判断
1

21

1
dx

x− 的敛散性. 

解：因为
20

1
lim
x x→

=  ，故 0x = 为瑕点， 

所以
1 0 1

2 2 21 1 0

1 1 1
d d dx x x

x x x− −
= +    

    

0 1

1 0

1 1

x x−

= − −  

0 0

1 1
lim ( 1) 1 lim
x xx x− +→ →

 
= − + − − + 

 
 

    =  . 

故该广义积分发散. 
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第三节 定积分的应用 

本节学习目标 

1. 了解定积分的微元法，会求平面图形的面积及平面图形绕坐标轴旋转的旋转体的体

积.  

一、平面图形的面积 

1. 平面图形是 X −型域

设连续曲线 ( )y f x= 与 ( )y g x= 与 ( )x a x b a b= = ， 所围成的平面图形，如

下图所示，其中 ( ) ( )g x f x≤ ，这样的区域称为 X −型域，其面积用微元法如下：

 ( ) ( ) d
b

a
A f x g x x= − . 

2. 平面图形是Y −型域

设连续曲线 1( )x x y= 与 2 ( )x x y= 与 ( )y c y d c d= = ， 所围成的平面图形，如

下图所示，其中 1 1( ) ( )x y x y≤ ，这样的区域称为Y −型域，其面积用微元法如下：

x+dxx

y=g(x)

y=f(x)
f(x)-g(x)

dx

baO

y

x

x2(y) x1(y)

dy

y+dy

x=x1(y)
x=x2(y)

y

d

c

y

O x
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 2 1( ) ( ) d .
d

c
A x y x y y= −  

 

3. 区域不是 X (或Y )—型域 

 可以拆分为几个 X (或Y ) —型区域的组合，分别计算之后相加即可.如下图： 

 

 

 

 

       

注：选择积分变量的原则：积分容易；尽量少分块. 

例 1. 求由 y x= 与直线
1

y
x

= 和直线 2x = 所围成的 

图形的面积. 

解：如图所示，确定区域为 X −型，则 

2
2

2

1
1

1 1 3
d ln ln 2

2 2
S x x x x

x

   
= − = − = −   

   
 . 

例 2. 求由曲线 2 2y x= 与直线 4y x= − 所围成的 

图形的面积. 

解：如图所示，确定区域为Y −型，则 

4
4

2 2 3

2
2

1 1 1
4 d 4 18

2 2 6
S y y y y y y

−
−

   
= + − = + − =   

   
 . 

 

例 3. 求由曲线 siny x= 与直线 2y x= 及 x = 所围成的 

图形的面积. 

解：如图所示，确定区域为 X −型，则 

2

00
(2 sin )d ( cos ) 2S x x x x x

 
= − = + =  − . 

二、平面图形绕坐标轴旋转的旋转体的体积 

旋转体就是由一个平面图形绕这平面内一条直线旋转一周而成的立体.这条直线

y=x

y=
1

x

(2，2)

(1，1)

21

(2，
1

2
)

y

O x

x

(8，4）

y2=2x

y=x 4

O

y

(2， 2）

(π，2π)

y=2x

y=sinxπO

y

x

O

y

y=g(x)

y=f(x)
y=q(x)

y=p(x)

ba x
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叫做旋转轴.圆柱、圆锥、圆台、球可以分别看成是由矩形绕它的一条边、直角三角形

绕它的直角边、直角梯形绕它的直角腰、半圆绕它的直径旋转一周而成的立体，所以

它们都是旋转体. 

设所给立体垂直于 x 轴的截面面积为 ( )A x ， ( )A x 在区间 a b， 上连续，则立体

的体积为 

( )d
b

a
V A x x=  . 

设旋转体是由连续曲线 ( )y f x= ，直线 x a= ， x b= 及 x轴所围成的曲边梯形

绕 x轴旋转一周所成的旋转体体积，如下图所示.

现在我们考虑用定积分的微元法来计算旋转体的体积. 

取横坐标 x为积分变量，在区间 a b， 上任取一个小区间 dx x x+， 的窄边梯形

绕 x轴旋转而成的小圆柱体体积，近似于以 ( )f x 为底圆半径，dx 为高的体积记为：

2d π[ ( )] dV f x x= . 

以 2π[ ( )] df x x 为被积表达式，在闭区间 a b， 上作定积分，便得旋转体体积为

2π [ ( )] d
b

x
a

V f x x=  . 

以上公式是曲边梯形绕 x 轴旋转的旋转体体积.

同理，设连续曲线 ( )x g y= ，直线 y c= ， ( )y d c d= ＜ 及 y 轴所围成的曲边梯

形绕 y 轴旋转一周所成的旋转体体积 

dx

x+dxx

ba

 y=f (x)
  y

xO
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2π [ ( )] d
d

y
c

V g y y=  . 

例 4. 过抛物线 2 1y x= + 上点 (1 2)， 做切线，该切线与曲线及 y 轴围成的平面图形D . 

(1)求切线方程； 

(2) D绕 x轴旋转一周所生成的旋转体体积. 

解：（1）由题可知，因为 (1 2)， 在曲线 2 1y x= + 上，故 (1 2)， 为切点， 

1 1
2 2

x x
k y x

= =
= = =切 ，所以切线方程为 2 2( 1)y x− = − ，即 2y x= . 

（2）如图所示， D绕 x轴旋转一周所生成的旋转体体积为 

1
2 2 2

0
π ( 1) (2 ) dxV x x x = + −   

1 1
2 2 2

0 0
π ( 1) d π (2 ) dx x x x= + −    

1 1
4 2 2

0 0
π ( 2 1)d 4π dx x x x x= + + −   

       

1 1

5 3 3

00

1 2 1
π 4π

5 3 3
x x x x

 
= + + −  

 
 

8

15


= . 

例 5. 求曲线 2y x= ， 2x y= 围成的平面图形绕 y 轴旋转一周所得的旋转体体积. 

解：如下图所示，该图形绕 y 轴旋转一周所得的旋转体体积为 

1 1
2 2 2

0 0
π ( ) d π ( ) dyV y y y y= −   

1 1

2 5

0 0

1 1 3π
π π

2 5 10
y y=  − = .     

(0，1)

y=x2+1

y=2x

(1，2)

1

y

O x

 x=φ(y)

 c

 d

  y

xO

1

1

(1，1)

y=x2

x=y2

O

y

x
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第四章 多元函数微积分学 

第一节 多元函数微分学 

本节学习目标 

1．理解二元函数的概念，会求一些简单二元函数的定义域.

2．了解二元函数的极限、连续的定义及其基本性质. 

3．熟练掌握显函数的一阶、二阶偏导数的求法，了解高阶偏导数的求法. 

4．会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值. 

5．熟练掌握二元函数全微分的求法. 

一、多元函数概念 

1. 二元函数定义

设 D是数集 2R 的一个非空子集，称映射 : Rf D → 为定义在 D上的二元函数，

通常记为 

( ) ( )z f x y x y D= ， ， ， ， 

其中点集 D称为函数的定义域， x和 y 称为自变量， z 称为因变量，全体函数值

( )f x y， 所构成的集合称为函数的值域. 

2. 二元函数的定义域

二元函数的定义域与一元函数类似，在讨论二元函数的算式表达式时，以使这个

算式有意义的所有点集为这个二元函数的自然定义域. 

3. 二元函数的几何意义

设 D是二元函数 ( )z f x y= ， 的自然定义域，则空间点集 

 ( ) | ( ) ( )x y z z f x y x y D= ，， ， ， ， ， 

称为二元函数 ( )z f x y= ， 的图形，一般情况下，它在空间表示一张曲面.

例 1. 求函数 2ln( 2 1)z y x= − + 的定义域. 

解：由题可知，该二元函数需满足 2 2 1 0y x− +  即可， 

即定义域为 2( ) 2 1 0x y y x− + ， . 
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例 2. 求函数 z x y= − 的定义域. 

解：由题意可得，该二元函数定义域满足
0

0

x y

y

 −



≥

≥
， 

即
0

x y

y





≥

≥
，解得定义域为  ( ) 0D x y x y y= ， ≥ ，≥ . 

例 3. 求函数
2 2

2

arcsin(3 )
( )

x y
f x y

x y

− −
=

−
， 的定义域. 

解：由题意可得，该二元函数定义域满足

2 2

2

1 3 1

0

x y

x y

− − −


− 

≤ ≤
， 

即

2 2

2

2 4x y

x y

 +




≤ ≤
，解得定义域为  2 2 2( ) 2 4D x y x y x y= + ， ≤ ≤ ， . 

4. 二元函数的极限 

设函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0 0( )P x y， 的某个邻域内有定义， ( )P x y， 为该邻域内

任意一点，若点 P 沿任意途径趋向于 0P 时，函数 ( )f x y， 趋向于一个确定的常数 A，

则常数 A叫做函数 ( )z f x y= ， 在点 ( )P x y， 趋向于 0 0 0( )P x y， 时的极限，记为 

0

0

lim ( )
x x
y y

f x y A
→
→

=， 或
0 0( ) ( )

lim ( )
x y x y

f x y A
→

=
， ，

， . 

为了区别于一元函数的极限，我们把二元函数的极限叫做二重极限. 

注：（1）函数在某点是否存在极限与函数在这点是否有定义无关； 

（2）二元函数的极限运算，除洛必达法则以外，其余与一元函数求极限的运算法

则类似. 

例 4. 求
( ) (0 2)

sin( )
lim

x y

xy

x→， ，
. 

解：因为 ( ) (0 2)x y →， ， 时，sin( )xy xy，故 

原式
( ) (0 2)

sin( )
lim

x y

xy
y

xy→
= 

， ，
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( ) (0 2) ( ) (0 2)

sin( )
lim lim 1 2 2

x y x y

xy
y

xy→ →
=  =  =

， ， ， ，
. 

例 5. 求 2 22
5

lim
x
y

xy

x y→
→

+
. 

解：原式
10

29
= . 

例 6. 求
0
0

2
lim

1 1x
y

xy

xy→
→

+ −
. 

解：原式
0
0

2 ( 1 1)
lim

( 1 1)( 1 1)x
y

xy xy

xy xy→
→

+ +
=

+ − + +

0
0

2 ( 1 1)
lim
x
y

xy xy

xy→
→

+ +
=

0
0

lim 2( 1 1) 4
x
y

xy
→
→

= + + = . 

例 7. 求 2 2

2 2

2 2 ( )0
0

1 cos( )
lim

( )e x yx
y

x y

x y +→
→

− +
=

+
. 

解：原式
2 2

2 2 2

2 2 ( )0
0

1
( )

2lim
( )e x yx

y

x y

x y +→
→

+

=
+

2 2

2 2

( )0
0

1
lim

2 e x yx
y

x y
+→

→

+
=

0= . 

5. 二元函数连续的定义

设二元函数 ( )f x y， 在点 0 0( )x y， 的某一邻域范围内有定义，如果 

0 0
0 0

( ) ( )
lim ( ) ( ).

x y x y
f x y f x y

→
=

， ，
， ，

则称二元函数 ( )f x y， 在点 0 0( )x y， 处连续.

注：多元初等函数在其定义域内都是连续的. 
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二、多元函数的偏导数 

1. 一阶偏导数的定义 

 设函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0( )x y， 的某一邻域内有定义，当 y 固定在 0y ，而 x在

0x 处有增量 x 时，相应的函数有增量 

0 0 0 0( ) ( )f x x y f x y+  −， ， ， 

如果 

0 0 0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x y f x y

x →

+  −



， ，
 

存在，则称此极限值为函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0( )x y， 处对 x的偏导数，记作 

0

0

x x
y y

z

x =
=




，

0

0

x x
y y

f

x =
=




， 0

0

x xx
y y

z =
=

 或 0 0( )xf x y ， . 

 类似地，可以定义函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0( )x y， 处对 y 的偏导数定义为 

0 0 0 0

0

( ) ( )
lim
y

f x y y f x y

y →

+  −



， ，
， 

记作 

0

0

x x
y y

z

y =
=



 ，
0

0

x x
y y

f

y =
=



 ， 0

0

x xy
y y

z =
=

 或 0 0( )yf x y ， . 

 如果 ( )z f x y= ， 在区域 D内每一点 ( )x y， 处对 x的偏导数都存在，那么这个偏

导数就是 x的偏导函数，它就称为 ( )z f x y= ， 对 x的偏导函数，记为
z

x




或 ( ).xf x y ，  

其中    
0

( ) ( )
lim
x

z f x x y f x y

x x →

 + −
=

 

， ，
. 

 类似可定义 ( )z f x y= ， 对 y 的偏导函数，记为
z

y




或 ( )yf x y ， . 

其中    
0

( ) ( )
lim
y

z f x y y f x y

y y →

 +  −
=

 

， ，
. 

注：（1） ( )f x y， 在点 0 0( )x y， 处对 x的偏导数值 0 0( )xf x y ， 就是偏导数 ( )xf x y ， 在
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点 0 0( )x y， 处的函数值； 0 0( )yf x y ， 就是偏导数 ( )yf x y ， 在点 0 0( )x y， 处的函数值； 

（2）求
z

x




时，把 y 看作常量而对 x求导；

求
z

y




时，把 x看作常量而对 y 求导.

例 8. 已知 2 23z x xy y= + + ，求在 (1 2)， 点处的一阶偏导数. 

解：（法一）对 x求一阶偏导时，把 y 当做常数，则

( ) 2 3xz x y x y = +， ， 

对 y 求一阶偏导时，把 x当做常数，则

( ) 3 2yz x y x y = +， ， 

所以在 (1 2)， 点处的偏导数为

(1 2) 8xz =， ， (1 2) 7yz =， .

（法二）在 (1 2)， 点处，对 x求一阶偏导时，把 y 当做常数，

而常数在求导过程前后不变，故对 x求导可将 y 值先代入，即

2( 2) 6 4z x x x= + +， ，所以 ( 2) 2 6xz x x = +， ，故 (1 2) 8xz =， ， 

同理在 (1 2)， 点处，对 y 求一阶偏导时，把 x当做常数，

而常数在求导过程前后不变，故对 y 求导可将 x值先代入，即

2(1 ) 1 3z y y y= + +， ，所以 (1 ) 3 2yz y y = +， ，故 (1 2) 7yz =， . 

注：以后在求一阶偏导数值时，往往采用法二将其化为一元函数后再求导，会简化计

算，对某一变量求导时，将其余变量全部看作常数即可. 

例 9. 设 ( ) ( 1)arcsin
x

f x y x y
y

= + −， ，求 ( 1)xf x =， . 

解： ( 1)xf x ， 表示对 x求一阶偏导数，在 ( 1)x， 处的偏导数值， 

因为 ( 1)f x x=， ，所以 ( 1) 1xf x =， . 

例 10. 已知 2 sinz x y x y= + ，求
z

x




，

z

y




. 
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解： 2 sin
z

xy y
x


= +


，

2 cos
z

x x y
y


= +


. 

例 11. 设 2025e cos 2 2025xz x y= + ，则
1
0

x
y

z

y =
=


=


（  ）. 

A. 0     B.1     C. 2025 e+    D. 2e−  

解：对 y 求一阶偏导时，把 x当做常数，故 (1 ) ecos 2 2025z y y= +， ， 

2esin 2
z

y
y


= −


，所以

1
0

0
x
y

z

y =
=


=


，故本题答案为 A 项. 

例 12. 已知函数 e
y

xz x= ，证明：
z z

x y z
x y

 
+ =

 
. 

证明：由题可知，
2

1
e e ( ) e (1 )

y y y

x x x
z y

x y
x x x


= +  − = −


， 

1
e e

y y

x x
z

x
y x


=  =


，故 ( )e

y

x
z

x x y
x


= −


， 

e
y

x
z

y y
y


=


，所以 ( )e e e

y y y

x x x
z z

x y x y y x z
x y

 
+ = − + = =

 
. 

2. 二阶偏导数 

设函数 ( )z f x y= ， 在区域D内具有偏导数 

( )x

z
f x y

x


=


， ， ( )y

z
f x y

y


=


， ， 

于是在 D内 ( )xf x y ， ， ( )yf x y ， 都是 x， y 的函数，如果这两个函数的偏导数也存

在，那么称它们是函数 ( )z f x y= ， 的二阶偏导数，按照对变量的求导次序的不同，有

下列四个二阶偏导数： 

2

2
( )xx

z z
f x y

x x x

   
= = 

   
， ，

2

( )xy

z z
f x y

y x x y

   
= = 

    
， ， 

2

( )yx

z z
f x y

x y y x

   
= = 

    
， ，

2

2
( )yy

z z
f x y

y y y

   
= = 

   
， . 
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其中第二、三两个偏导数称为混合偏导数. 

注：如果函数 ( )z f x y= ， 的两个混合
2z

x y



 
及

2z

y x



 
偏导数在区域D内连续，那么在

该区域内两个混合偏导数一定相等.此时，求函数 ( )z f x y= ， 的二阶混合偏导数时就

与次序无关了. 

例 13. 设 3 2 2sin( )z x x y= + ，求
z

x




，

2z

x y



 
. 

解：因为
2 2 2 3 2 23 sin( ) cos( ) 2

z
x x y x x y x

x


= + + + 


， 

2
2 2 2 4 2 23 cos( ) 2 2 sin( ) 2

z
x x y y x x y y

x y


= +  − + 

 
. 

例 14. 求 arctan
y

z
x

= 的二阶偏导数. 

解：因为 2 2 2 2

1 1

1

z y
y

x x x yy

x

 − 
=  − = 

 +  
+  

 

， 

2 2 2

1 1

1

z x

y x x yy

x


=  =

 + 
+  

 

， 

所以
2

2 2 2 2

2

( )

z xy

x x y


=

 +
，

2 2 2

2 2 2( )

z y x

x y x y

 −
=

  +
， 

2 2 2

2 2 2( )

z y x

y x x y

 −
=

  +
，

2

2 2 2 2

2

( )

z xy

y x y

 −
=

 +
. 

例 15. 设 2ln( e )xyz x y= + ，求
2

2
1
1

x
y

z

x =
=




. 

解：（法一）因为 2

1
(2 e )

e

xy

xy

z
xy y

x x y


= +

 +
， 

2 2 2

2 2 2

(2 e )( e ) (2 e )(2 e )

( e )

xy xy xy xy

xy

z y y x y xy y xy y

x x y

 + + − + +
=

 +
， 
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所以
2

2 2
1
1

(2 e)

(1 e)x
y

z

x =
=

 − +
=

 +
. 

（法二）由题意可知，因为对 x求二阶偏导数时，先求一阶偏导数， 

对 x求一阶偏导数时，把 y 当做常数；再对 x求二阶偏导数时， 

还是把 y 当做常数；所以对 x求二阶纯偏导数，可先将 y 值代入， 

即 2( 1) ln( e )xz x x= +， ， 

2

1
(2 e )

e

x

x

z
x

x x


=  +

 +
，

2 2 2

2 2 2

(2 e )( e ) (2 e )

( e )

x x x

x

z x x

x x

 + + − +
=

 +
， 

所以
2

2 2
1
1

(2 e)

(1 e)x
y

z

x =
=

 − +
=

 +
. 

注：求二阶偏导数的纯偏导数值时，可将另一变量当做常数，先将其代入后把原函 

数化为一元函数再求导能简化计算，但此结论只适用于求二阶偏导数的纯偏导值，

求混合偏导数值时不再适用. 

3. 二元隐函数的导数 

设函数 ( )F x y z，， 在点 0 0 0( )P x y z， ， 的某一邻域内具有连续偏导数，且

0 0 0( ) 0F x y z =， ， ， 0 0 0( ) 0zF x y z ， ， ，则方程 ( ) 0F x y z =，， 在点 0 0 0( )x y z， ，

的某一邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏导数的函数 ( )z f x y= ， ，它满足

条件 0 0 0( )z f x y= ， ，并有 

x

z

Fz

x F


= −


，

y

z

Fz

y F


= −


. 

例 16. 求由 2 2x y z xyz+ + = 所确定的函数 ( )z f x y= ， 的偏导数，求
z

x




，

z

y




. 

解：令 ( ) 2 2F x y z x y z xyz= + + −，， ， 

1
( ) 1 2

2
x

xyz yz
F x y z yz

xyz xyz

−
 = −   =，， ， 
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21
( ) 2 2

2
y

xyz xz
F x y z xz

xyz xyz

−
 = −   =，， ， 

1
( ) 1 2

2
z

xyz xy
F x y z xy

xyz xyz

−
 = −   =，， ， 

所以
x

z

xyz yz

xyz yz xyzFz

x F xyz xy xyz xy

xyz

−

 −
= − = − =

 − −
， 

2

2y

z

xyz xz

F xyz xz xyzz

y F xyz xy xyz xy

xyz

−

 −
= − = − =

 − −
. 

例 17. 设方程2 ex xyzyz+ = 所确定的函数 ( )z f x y= ， ，求
z

x




，

z

y




. 

解：令 ( ) 2 ex xyzF x y z yz= + −，， ， 

( ) 2 ln 2 ex xyz

xF x y z yz = − ，， ， 

( ) exyz

yF x y z z xz = − ，， ， 

( ) exyz

zF x y z y xy = − ，， ， 

所以
2 ln 2 e e 2 ln 2

e e

x xyz xyz x

x

xyz xyz

z

Fz yz yz

x F y xy y xy

 − −
= − = − =

 − −
， 

e e

e e

xyz xyz
y

xyz xyz

z

Fz z xz xz z

y F y xy y xy

 − −
= − = − =

 − −
. 

例 18. 设2sin( 2 3 ) 2 3x y z x y z+ − = + − ，证明： 1
z z

x y

 
+ =

 
. 

证明：令 ( ) 2sin( 2 3 ) 2 3F x y z x y z x y z= + − − − +，， ，

( ) 2cos( 2 3 ) 1xF x y z x y z = + − −，， ， 

( ) 2cos( 2 3 ) 2 2yF x y z x y z = + −  −，， ， 
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( ) 2cos( 2 3 ) ( 3) 3zF x y z x y z = + −  − +，， ， 

所以
2cos( 2 3 ) 1 1 2cos( 2 3 )

3 6cos( 2 3 ) 3 6cos( 2 3 )

x

z

Fz x y z x y z

x F x y z x y z

 + − − − + −
= − = − =

 − + − − + −
， 

4cos( 2 3 ) 2 2 4cos( 2 3 )

3 6cos( 2 3 ) 3 6cos( 2 3 )

y

z

Fz x y z x y z

y F x y z x y z

 + − − − + −
= − = − =

 − + − − + −
， 

则
3 6cos( 2 3 )

1
3 6cos( 2 3 )

z z x y z

x y x y z

  − + −
+ = =

  − + −
，得证. 

三、全微分 

定义 设函数 ( )z f x y= ， 在点 ( )x y， 的某邻域内有定义，如果函数在点 ( )x y，

处的全增量 

( ) ( )z f x x y y f x y = +  +  −， ，  

可表示为 

( )z A x B y o  =  +  + ， 

其中 A B， 不依赖于 x ， y ，而仅与 x， y 有关，
2 2( ) ( )x y =  +  ，那么称

函数 ( )z f x y= ， 在点 ( )x y， 处可微分，而 A x B y +  称为函数 ( )z f x y= ， 在点

( )x y， 处的全微分，记为 

dz A x B y=  +  . 

定理 如果函数 ( )z f x y= ， 在点 ( )x y， 可微分，那么该函数在点 ( )x y， 处的偏

导数
z

x




与

z

y




必定存在，且函数 ( )z f x y= ， 在点 ( )x y， 的全微分为 

d
z z

z x y
x y

 
=  + 

 
. 

习惯上，我们将自变量的增量 x 与 y 分别记作dx 与dy ，并分别称为自变量 x与

y 的微分.这样，函数 ( )z f x y= ， 的全微分就可写为 

d d d
z z

z x y
x y

 
= +

 
. 
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例 19. 设
2 cos

2

y
z xy= + ，求d .z

解：因为d d d
z z

z x y
x y

 
= +

 
， 

2z
y

x


=


，

1
2 sin

2 2

z y
xy

y


= −


， 

则
2 1

d d 2 sin d
2 2

y
z y x xy y

 
= + − 

 
. 

例 20. 计算 exyz x= 在 (2 1)， 处的全微分.

解：因为d d d
z z

z x y
x y

 
= +

 
， e exy xyz

xy
x


= +


，

2exyz
x

y


=


， 

则 2d (e e )d ( e )dxy xy xyz xy x x y= + + ，所以 ( )

2 2

2 1
d 3e d 4e dz x y= +

， . 

四、二元函数的极值 

1. 二元函数的极值

定义 设函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0( )x y， 的某个邻域内有定义，对于该邻域内异

于 0 0( )x y， 的任何点 ( )x y， ，都有

0 0( ) ( )f x y f x y， ， ， 

则称函数 ( )f x y， 在点 0 0( )x y， 有极大值 0 0( )f x y， ，点 0 0( )x y， 为函数

( )f x y， 极大值点.

若对于该邻域内异于 0 0( )x y， 的任何点 ( )x y， ，都有 

0 0( ) ( )f x y f x y， ， ， 

则称函数 ( )f x y， 在点 0 0( )x y， 有极小值 0 0( )f x y， ，点 0 0( )x y， 为函数

( )f x y， 极小值点.

定理 1（极值存在的必要条件） 设函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0( )x y， 具有偏导数，

且在点 0 0( )x y， 处有极值，则有

0 0( ) 0xf x y =， ， 0 0( ) 0yf x y =， . 
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凡是能使 ( ) 0xf x y =， ， ( ) 0yf x y =， 同时成立的点 0 0( )x y， 称为函数

( )z f x y= ， 的驻点. 

定理 2（极值存在的充分条件） 设函数 ( )z f x y= ， 在点 0 0( )x y， 的某邻域内连

续且有一阶及二阶连续偏导数，又 0 0 0 0( ) 0 ( ) 0x yf x y f x y = =， ， ， . 

令   0 0( )xxf x y A =， ， 0 0( )xyf x y B =， ， 0 0( )yyf x y C =， ， 

则 ( )f x y， 在 0 0( )x y， 处是否取得极值的条件如下： 

（1） 2 0AC B−  时具有极值，且当 0A  时有极大值，当 0A  时有极小值； 

（2） 2 0AC B−  时没有极值； 

（3） 2 0AC B− = 时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论. 

注：根据定理 1、定理 2，二元函数 ( )z f x y= ， 求极值的步骤如下： 

（1） 令
( ) 0

( ) 0

x

y

f x y

f x y

 =


 =

，

，
，求得所有驻点； 

（2） 求得相应的二阶偏导数； 

（3） 对于每一个驻点处，求出 A， B ，C 的值； 

（4） 确定 2AC B− 的符号，按照定理 2 判定 0 0( )f x y， 是不是极值、是极大值

还是极小值. 

例 21. 求函数 2 2( ) e ( 4 )xf x y x y y= + +， 的极值. 

解：由题可知，令

2 2 2

2

( ) 2e ( 4 ) e 0

( ) e (2 4) 0

x x

x

x

y

f x y x y y

f x y y

 = + + + =


 = + =

，

，
， 

联立解得驻点
7

2
2

 
− 

 
， ， 

2 2( ) 4e ( 4 1)x

xxf x y x y y = + + +， ，
2( ) 4e ( 2)x

xyf x y y = +， ，
2( ) 2e x

yyf x y =， ， 

在驻点
7

2
2

 
− 

 
， 处，

77
2 2e

2
xxA f

 
= − = 

 
， ，

7
2 0

2
xyB f

 
= − = 

 
， ，

77
2 2e

2
yyC f

 
= − = 

 
， ， 
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所以 2 0AC B−  且 0A  ，故在该驻点处取得极小值
77 1

2 e
2 2

f
 

− = − 
 

， . 

例 22. 求函数 3 3 2 2( ) 3 3 9f x y x y x y x= − + + −， 的极值. 

解：由题可知，令

2

2

( ) 3 6 9 0

( ) 3 6 0

x

y

f x y x x

f x y y y

 = + − =


 = − + =

，

，
， 

联立解得驻点 (1 0) (1 2) ( 3 0) ( 3 2)− −， ， ， ， ， ， ， ，

( ) 6 6xxf x y x = +， ， ( ) 0xyf x y =， ， ( ) 6 6yyf x y y = − +， ， 

在驻点 (1 0)， 处， (1 0) 12 (1 0) 0 (1 0) 6xx xy yyA f B f C f  = = = = = =， ， ， ， ， ，

所以 2 0AC B−  且 0A  ，故在该驻点处取得极小值 (1 0) 5f = −， . 

在驻点 (1 )2， 处， (1 2) 12 (1 2) 0 (1 2) 6xx xy yyA f B f C f  = = = = = = −， ， ， ， ， ，

所以 2 0AC B−  ，故在该驻点处无极值. 

在驻点 ( 3 0)− ， 处， ( 3 0) 12 ( 3 0) 0xx xyA f B f = − = − = − =， ， ， ，

( 3 0) 6yyC f = − =， ，所以 2 0AC B−  ，故在该驻点处无极值. 

在驻点 ( 3 2)− ， 处， ( 3 2) 12 ( 3 2) 0xx xyA f B f = − = − = − =， ， ， ，

( 3 2) 6yyC f = − = −， ， 

所以 2 0AC B−  且 0A  ，故在该驻点处有极大值 ( 3 2) 31f − =， . 

2. 条件极值  拉格朗日乘数法

上面讨论的极值问题，对于函数的自变量，除了限制在函数的定义域内以外，并

无其他条件，所以有时候称为无条件极值.但在实际问题中，有时会遇到对函数的自变

量还有附加条件的极值问题.因此，对自变量有附加条件的极值称为条件极值.下面介

绍求条件极值的方法——拉格朗日乘数法. 

用拉格朗日乘数法求函数 ( )z f x y= ， 在条件 ( ) 0x y =， 下的可能取得极值点

的步骤： 

（1）构造拉格朗日函数 

( ) ( ) ( )L x y f x y x y= +， ， ， ， 
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其中 为拉格朗日乘数； 

（2）求 ( )L x y， 对 x， y 的一阶偏导数，并令其一阶偏导数等于 0，解方程组 

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) 0

x x

y y

f x y x y

f x y x y

x y







  + =


 + =


=

， ， ，

， ， ，

， .

 

由这个方程组解出 x 、 y 及  ，这样得到的 ( )x y， 就是函数 ( )f x y， 在附加条件

( ) 0x y =， 下的可能极值点. 

例 23. 求 z xy= 在2 1x y+ = 条件下的极大值. 

解：由题可知，设拉格朗日函数为 

( ) (2 1)L x y xy x y= + + −， ， 

对其 x， y 求一阶偏导数为 

2 0

0

2 1 0

y

x

x y





+ =


+ =
 + − =

，

，

.

 

解得唯一驻点
1 1

4 2

 
 
 

， ， 

由实际意义可得，该唯一驻点即为极大值点，即极大值为
1

8
. 

例 24. 某单位通过电视和报纸两种方式做广告，假定销售收入 R （万元），电视广告

费U （万元），报纸广告费V （万元），关系：

2 217 14 34 8 2 10R U V UV U V= + + − − − ，现有广告费 3 万元，求销售收入 R 最大

的广告策略. 

解：由题可知，要求 R 的最大值，即目标函数为R ，附加条件为广告费 3 万元，即 

3U V+ = ， 

设拉格朗日函数为 

2 2( ) 17 14 34 8 2 10 ( 3)L U V U V UV U V U V= + + − − − + + −， ， 

对其U ，V 求一阶偏导数为 
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14 8 4 0

34 8 20 0

3 0

V U

U V

U V





− − + =


− − + =
 + − =

，

，

.

解得唯一驻点 (2 1)， ，

由实际意义可得，当电视广告费为 2 万元，报纸广告费为 1 万元时，销售收入最大，

最大为 45 万元. 
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第二节 二重积分 

本节学习目标 

1．熟练掌握二重积分的计算方法. 

一、二重积分的概念与性质 

1. 二重积分的定义 

设 ( )f x y， 是有界闭区域 D上的有界函数.将闭区域 D任意分成n个小闭区域

1 2 n    ， ， ， ， 

其中 i 表示第 i 个小闭区域，也表示它的面积，在每个 i 上任取一点 ( )i i ， ，作

乘积 ( ) ( 1 2 )i i if i n   =， ，， ， ，并作和
1

( ) .
n

i i i

i

f   
=

 ， 如果当各小闭区域的直

径中的最大值 0 → 时，这和的极限总存在，且与闭区域 D的分法及点 ( )i i ， 的取

法无关，那么称此极限为函数 ( )f x y， 在闭区域 D上的二重积分，记作 ( )d
D

f x y  ， ， 

即      
0

1

( )d lim ( )
n

i i i

iD

f x y f


   
→

=

=  ， ， . 

其中 ( )f x y， 叫做被积函数， ( )df x y ， 叫做被积表达式，d 叫做面积元素，x 与

y 叫做积分变量， D叫做积分区域，
1

( )
n

i i i

i

f   
=

 ， 叫做积分和. 

注：在直角坐标系中，有时也把面积元素d 记作d dx y ，而把二重积分记作

( )d d .
D

f x y x y ，  

2. 二重积分的性质 

性质 1  设 k 为常数，则 

( )d ( )d
D D

kf x y k f x y = ， ， . 

性质 2  设 与  为常数，则 

 ( ) ( ) d ( )d ( )d
D D D

f x y g x y f x y g x y       =   ， ， ， ， . 
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性质 3 如果闭区域 D分为两个闭区域 1D 与 2D ，则 

1 2

( )d ( )d ( )d
D D D

f x y f x y f x y  = +  ， ， ， . 

性质 4 如果在 D上， ( ) 1f x y =， ， 为 D的面积，那么

d
D

 = . 

性质 5 如果在 D上， ( ) ( )f x y g x y， ≤ ， ，那么有 

( )d ( )d
D D

f x y g x y  ， ≤ ， . 

二、利用直角坐标计算二重积分 

1. X 型积分区域

X 型积分区域是指积分区域 D可以用不等式 

a x b≤ ≤ ， 1 2( ) ( )x y x ≤ ≤

来表示的闭区域（如图 4-1），其中函数 1( )x 、 2 ( )x 在区间 a b， 上连续.

（a） （b） 

图 4-1 

直角坐标系中积分区域为 X 型的二重积分的计算公式为

2

1

( )

( )
( ) d d ( )d

b x

a x
D

f x y x f x y y



 =  ， ， . 

注：（1） X 型积分区域的二重积分，在计算时先对 y 积分后，再对 x积分.

计算
2

1

( )

( )
( )d

x

x
f x y y



 ， 时将 x当做常数，对 y 积分即可.

（2） X 型积分区域的特点：穿过区域且垂直于 x轴的直线与区域边界相交不多于

y=φ2(x)

y=φ1(x)

D

O

y

xba

D

y=φ2(x)

y=φ1(x)

ba
O

y

x



 

 

第 141 页 

第四章  多元函数微积分学 

 

两个交点. 

2. Y 型积分区域 

Y 型积分区域是指积分区域 D可以用不等式 

c y d≤ ≤ ， 1 2( ) ( )y y y ≤ ≤  

来表示的闭区域（如图 4-2），其中函数 1( )y ， 2 ( )y 在区间 c d， 上连续. 

 

 

 

 

         

 

 

（a）              （b） 

图 4-2 

直角坐标系中积分区域为Y 型的二重积分的计算公式为 

2

1

( )

( )
( ) d d ( )d

d y

c y
D

f x y y f x y x



 =  ， ， . 

注：（1）Y 型积分区域的二重积分，在计算时先对 x积分后，再对 y 积分. 

计算
2

1

( )

( )
( )d

y

y
f x y x



 ， 时将 y 当做常数，对 x积分即可. 

（2）Y 型积分区域的特点：穿过区域且垂直于 y 轴的直线与区域边界相交不多于 

两个交点. 

3. 积分区域为混合型 

若积分区域既不是 X 型积分区域也不是Y 型积分区域，如下图 4-3 所示： 

 

 

 

 

 

图 4-3 

x=φ1(y) x=φ2(y)D

d

c

y

O x

d

c

x=φ2(y)x=φ1(y)

D

y

O x

ba

D3

D2

D1

y

O x
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则可以将积分区域分为几部分，使得每个积分区域是 X 型或Y 型.

如图 4-3 可将积分区域 D分为 1D 、 2D 、 3D 三个 X 型的积分区域，再根据二重积分

的区间可加性得 

1 2 3

( ) d ( ) d ( ) d ( ) d
D D D D

f x y f x y f x y f x y   = + +   ， ， ， ， . 

注：当积分区域既不是 X 型积分区域也不是Y 型积分区域时，进行分割要尽可能分割

的越少越便于计算. 

例 1. 计算 d
D

xy  ，其中 D是由直线 1y = ， 2x = 及 y x= 所围成的闭区域.

解：（法一）如图所示，将积分区域看作 X 型域，积分区域为 xD ：
1 2

1

x

y x





≤ ≤

≤ ≤
， 

所以原式
2

1 1
d d d

x

D

xy x xy y =  

2 2
2 3

1 1
1

1 1
d ( )d

2 2

x

xy x x x x= = − 

2

4 2

1

1 1 1 9

2 4 2 8
x x

 
= − = 

 
. 

（法二）如图所示，将积分区域看作Y 型域，积分区域为 yD ：
1 2

2

y

y x





≤ ≤

≤ ≤
， 

所以原式
2 2

1
d d d

y
D

xy y xy x =  

2
2 2

2 3

1 1

1 1
d (4 )d

2 2y

yx y y y y= = − 

2

2 4

1

1 9

8 8
y y

 
= − = 

 
. 

例 2. 计算 cos( )d
D

x x y + ，其中 D是顶点分别为 (0 0)， ，( 0)， 和 ( ) ， 的三角

形闭区域. 

x=1

y=x

y=1

x=2O

y

x
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解：如图所示，积分区域为 xD ：
0 π

0

x

y x





≤ ≤

≤ ≤
，  

所以原式
0 0

d cos( )d
x

x x x y y


= +   

   
00

sin( ) d
x

x x y x


= +  

   
0

( sin 2 sin )dx x x x x


= −  

   
0 0

1
dcos dcos2

2
x x x x

 

= −   

   
0 00 0

1
cos cos d cos 2 cos2 d

2
x x x x x x x x

   = − − −
     

   
0

0

1 1
sin sin 2

2 2
x x


  

= − − −  − 
 
 

 

   
3

2
= −  . 

例 3. 计算 d
D

xy  ，其中 D是由抛物线 2y x= 及直线 2y x= − 所围成的闭区 

域. 

解：如图所示，积分区域为 yD ：
2

1 2

2

y

y x y

−


+

≤ ≤

≤ ≤
， 

原式
2

2 2

1
d d d

y

y
D

xy y xy x
+

−
=    

2

2
2

2

1

1
d

2

y

y

yx y

+

−
=   

2
2 2 2

1

1
( 2) ( ) d

2
y y y y y

−
 = + −   

2
3 2 5

1

1
( 4 4 )d

2
y y y y y

−
= + + −  

（π，π）

（π，0）

y

O x

2

x=1

x=4

x=y2

y=x-2

-1

O

y

x
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2

4 3 2 6

1

1 1 4 1 45
2

2 4 3 6 8
y y y y

−

 
= + + − = 

 
. 

例 4. 计算
sin

d d
D

y
x y

y 其中 D是由直线 0y x x= =， 及 πy = 所围成的闭区域.

解：如图所示，积分区域为 yD ：
0 π

0

y

x y





≤ ≤

≤ ≤
， 

原式
π

0 0

sin sin
d d d d

y

D

y y
x y y x

y y
=  

π

0
0

sin
d

y

y
x y

y
= 

π π

00
sin d cos 2y y y= = − = . 

例 5. 交换积分次序：
2

2 2

0
d ( )d __________.

y

y
I y f x y x= =  ，

解：原积分区域为 yD ：
2

0 2

2

y

y x y





≤ ≤

≤ ≤
，如下图所示， 

新的积分区域为 xD ：

0 4

1

2

x

x y x







≤ ≤

≤ ≤
， 

原式
2

2 2 4

1
0 0

2

d ( )d d ( )d
y x

y x
I y f x y x x f x y y= =   ， ， . 

例 6. 计算二重积分
22 2

0
d e dy

x
x y−

  . 

解：原积分区域为 xD ：
0 2

2

x

x y





≤ ≤

≤ ≤
，如下图所示， 

新的积分区域为 yD ：
0 2

0

y

x y





≤ ≤

≤ ≤
， 

原式
22

0 0
d e d

y
yy x−=  

x=π

y=π

y=x

O

y

x

x=y2

x=2y

2

4

y

O x

y=2

x=2

y=x

y

O x
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22

0 0
e d

y
yx y−=   

 
22

0
e dyy y−=   

 
22

2

0

1
e d( )

2

y y−= − −  

 
2

2

0

1
e

2

y−= −  

 
41

(1 e )
2

−= − . 

三、利用极坐标计算二重积分 

1. 极坐标系 

建立极坐标系的方法：在平面内任取一点O，作为极点，向右水平方向引一条射

线Ox ，叫做极轴.如右图 4-4.  

在平面内任取一点 M连接 OM，称为极径，记作 r OM= ， 

从Ox 到OM 的角，称为极角.记为 ( )Ox OM = ， ，有序数组 

( )r ， 叫点的极坐标. 

2. 直角坐标系与极坐标系的关系                  图 4-4 

cos

sin

x r

y r





=


=
， 2 2 2x y r+ = ，d d d dx y r r = . 

则直角坐标系下的二重积分可表示为极坐标系下的二重积分的形式如下： 

( )d d ( cos sin ) d d
D D

f x y x y f r r r r  = ， ， . 

3. 极坐标系下二重积分的计算 

（1）极点在积分区域外（如下图 4-5）的计算公式 

积分区域 D：
2 1( ) ( )r

  

   





≤ ≤

≤ ≤
，此时 

O
)θ

r

M(x，y)

x
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1

2

( )

( )
( cos sin ) d d d ( cos sin ) d

D

f r r r r f r r r r
  

  
      =  ， ， .

  图 4-5 图 4-6 

（2）极点在积分区域内（如上图 4-6）的计算公式 

积分区域 D：
0 2

0 ( )r



 





≤ ≤

≤ ≤
，此时 

2 ( )

0 0
( cos sin ) d d d ( cos sin ) d

D

f r r r r f r r r r
 

      


=  ， ， . 

注：当积分区域 D为圆域，环域或扇形域时，D的边界用极坐标表示较为简单；当被

积函数具有形如 2 2 2 2( ) ( )f x y f x y+ +， 等形式时，用极坐标计算较为容易.

例 7.计算二重积分
2 2 d d

D

x y x y+ ，积分区域 D： 2 2 2( ) 0 0x y x y a y a+ ， ≤ ，≥ ， . 

解：由 cos sin d d d dx r y r x y r r  = = =， ， ， 

如图所示，积分区域表示为
0 π

:
0

D
r a





≤ ≤

≤ ≤

原式 d d
D

r r r = 

π
2

0 0
d d

a

r r=  

π
3

0
0

1
d

3

a

r = 

π
3

0

1
d

3
a = 

r=φ2(θ)

r=φ1(θ)

D

β
) α)

y

O x

r=φ(θ)

D

y

O x

D
x2+y2

=a2

y

O x
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π

3

0

1

3
a =  

 
3π

3
a= . 

例 8. 计算二重积分 d d
D

x x y ，其中积分区域D为
2 24 0x x y− + = 及 x轴在一象

限围成的区域. 

解：由 cos sin d d d dx r y r x y r r  = = =， ， ， 

如图所示，积分区域表示为
0

: 2

0 4cos

D

r











≤ ≤

≤ ≤

  

原式 cos d d
D

r r r =   

 
3

4cos
2 2

0 0
d cos dr r



 


=    

 

4cos
5

2 2

0
0

2
cos d

5
r



 


=   

 32

0

64
cos d

5
 



=   

 
64 2 128

5 3 15
=  = . 

例 9. 计算二重积分
2 2

e d dx y

D

x y− −

 ，其中D： 2 2( ) 1 2 .x y x y+， ≤ ≤  

解：由题可知，由 cos sin d d d dx r y r x y r r  = = =， ， ， 

如图所示，积分区域 D为
0 2π

1 2r





≤ ≤

≤ ≤
， 

原式
2 2 2

e d d e d dx y r

D D

x y r r − − −=   

O

y

x

- 2 2

O

y

x



第 148 页 

22π 2

0 1
d e dr r r −=  

2

2
2π

0
1

1
e d

2

r −= −

2π
1 2

0

1
(e e )d

2
− −= −

2π

1 2 1 2

0

1
(e e ) π(e e )

2
− − − −= − = − .

例 10. 计算二重积分 2 d d
D

xy x y ，其中积分区域 D为 y x≥ ，
2 2 2x y y+ ≤ ， 0x≥

围成. 

解：由 cos sin d d d dx r y r x y r r  = = =， ， ， 

如图所示，积分区域表示为 : 4 2

0 2sin

D

r





 





≤ ≤

≤ ≤

 

原式 2 cos sin d d
D

r r r r  =  

2sin
32

0
4

d 2 sin cos dr r


  


=  

2sin

42

04

1
sin cos d

2
r



  


= 

52

4

8 sin cos d  


= 

52

4

8 sin dsin 


= 

2
6

4

1 7
8 sin

6 6






=  = .

y=x

y

O x
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第五章 微分方程 

第一节 一阶微分方程 

本节学习目标 

1．理解微分方程的定义及阶、解、通解、特解等概念.  

2．熟练掌握可分离变量的微分方程、齐次微分方程及一阶线性微分方程的解法. 

一、微分方程的基本概念 

1. 微分方程的定义 

含有未知函数的导数(或微分)的方程叫做微分方程. 

例如：
2

2 2 e xy xy x − + = ，
2 2( )d ( )d 0x xy x y x y y+ + − = ， 2 siny xy y x  + + = 等. 

2. 微分方程的阶 

微分方程中所出现的未知函数导数的最高阶导数的阶数，叫做微分方程的阶. 

一般地，n阶常微分方程的形式是 

( )( ) 0nF x y y y =，， ， ， . 

例如：
3 2 24 3x y x y xy x  + − = 是三阶微分方程； 

(4) 24( ) 10 12 5 sin 2y y y y y x  − + − + = 是四阶微分方程. 

3. 微分方程的解 

（1）微分方程的解：将未知函数及其导数代入微分方程，使方程成为恒等式的函数. 

（2）微分方程的通解：微分方程的解中含有任意常数，且任意常数的个数与微分方程

的阶数相同. 

（3）微分方程的特解：确定了通解中的任意常数后，得到的微分方程的解称为特解. 

（4）初始条件（初值条件）：确定通解中任意常数为固定值的条件. 

例 1. 微分方程
2 3( ) 1y x + = 的阶数为（  ）. 

A.1    B. 2     C.3     D. 4  

解：显然微分方程中最高阶导数为一阶导，故该微分方程为一阶微分方程， 

故答案选 A. 
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例 2. 下列各选项中哪个是微分方程 2 0y y y − + = 的解（ ）. 

A. exy x= B.
2exy x=

C. sin lny x x x= + D.
3 24 6y x x= + −

解：A 项： e ex xy x = + ， e e e e (2 )x x x xy x x = + + = + ， 

所以 2 e (2 ) 2(e e ) e 0x x x xy y y x x x − + = + − + + = ， 

则 exy x= 是该微分方程的解，故本题答案为 A 项. 

B 项： 22 e ex xy x x = + ， 

2 22e 2 e 2 e e 2e 4 e ex x x x x x xy x x x x x = + + + = + + ， 

所以 2 2 22 2e 4 e e 2(2 e e ) e 2e 0x x x x x x xy y y x x x x x − + = + + − + + =  ， 

故 2exy x= 不是该微分方程的解. 

C 项：
1

sin cosy x x x
x

 = + + ，
2

1
cos cos siny x x x x

x
 = + − − ， 

所以
2

1 1
2 2cos sin 2(sin cos )y y y x x x x x x

x x
 − + = − − − + +

sin ln 0x x x+ +  ，故 sin lny x x x= + 不是该微分方程的解. 

D 项： 212 2y x x = + ， 24 2y x = + ， 

所以
2 3 22 24 2 2(12 2 ) 4 6 0y y y x x x x x − + = + − + + + −  ， 

故 3 24 6y x x= + − 不是该微分方程的解. 

例 3. 已知函数的通解为
2

1 2( )e xy C C x= + ，满足初始条件 0
x

y
=

= ， 1
x

y
=

 = ，求

该函数的特解. 

解：因为
2 2

2 1 2e 2( )ex xy C C C x = + + ，且 0
x

y
=

= ， 1
x

y
=

 = ， 

所以将初始条件代入上式得 2 12 1C C+ = ， 1 0C = ， 

解得 1 0C = ， 2 1C = ， 

所以特解为
2e xy x= . 

二、可分离变量的微分方程 
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1. 定义 

如果一个一阶微分方程能写成 

d
( ) ( )

d

y
f x g y

x
=  . 

的形式，称该方程为可分离变量的微分方程. 

2. 可分离变量微分方程的求解步骤： 

（1）分离变量，得 

d
( )d

( )

y
f x x

g y
= ， 

（2）等式两端同时积分，得 

1
d ( )d

( )
y f x x

g y
=  ， 

（3）求出积分得通解. 

例 4. 下列微分方程中，为可分离变量的微分方程是（  ）. 

A. 3 sinxy y x − =     B.
2( cos )d ( )d 0x y x y y x x− + + =  

C.
sin cose x+ yy =      D. 4 2 0yy y x − + =  

解：C 项：因为
sin cos sin cosd

e e e
d

x+ y x yy
y

x
 = = = ，显然为可分离变量的微分方程， 

故本题答案为 C 项. 

A 项：等式整理得
3 sin x

y y
x x

 − = ，显然为一阶非齐次线性微分方程，故排除. 

B 项：等式整理得

2d

d cos

y x y

x y x x

+
=

−
，显然该方程不是可分离变量的微分方程， 

故排除. 

D 项：等式整理得
2

4
x

y
y

 + = ，显然该方程不是可分离变量的微分方程，故排除. 

例 5. 已知
d dx y

y x
= − ，且 (2) 1y = ，求微分方程的特解（  ）. 
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A. 2xy = B.
2 2y x C− =

C.
2 2 3y x− = D.

2 2 5y x+ =

解：分离变量得 d dy y x x− = ，两边同时积分得 d dy y x x− =  ， 

解得
2 2

1

1 1

2 2
y x C− = + 或

2 2x y C+ = （其中 12C C= − ），

因为 (2) 1y = ，代入通解得 5C = ，则特解为
2 2 5x y+ = ， 

故本题答案为 D. 

例 6. 求微分方程
2(1 )(1 )y x y = + + 的通解. 

解：显然该微分方程为可分离变量的微分方程， 

分离变量得 2

1
d (1 )d

1
y x x

y
= +

+
， 

两边同时积分得 2

1
d (1 )d

1
y x x

y
= +

+  ， 

即通解为
21

arctan
2

y x x C= + + 或（
21

tan( )
2

y x x C= + + ）. 

例 7. 求微分方程 ln 0xy y y − = 的通解.

解：等式整理得
lny y

y
x

 = ，显然该微分方程为可分离变量的微分方程， 

分离变量得
1 1

d d
ln

y x
y y x

= ， 

两边同时积分得
1 1

d d
ln

y x
y y x

=  ， 

即
1ln ln ln lny x C= + ，整理得 ln y Cx= （其中 1C C=  ）. 

注：一般可分离变量的微分方程通解中含有“ ln ”时，往往常数可加“ 1ln C ”，目

的是便于化简，一般要求通解化简后尽可能不含有绝对值符号. 

例 8. 求微分方程
2d d d dx xy y y x y y+ = + 满足初始条件 (0) 2y = 的特解.
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解：等式整理得
2( 1) d ( 1)dx y y y x− = − ， 

分离变量得 2

1
d d

1 1

y
y x

y x
=

− −
， 

两边同时积分得 2

1
d d

1 1

y
y x

y x
=

− −  ， 

解得
2

1

1
ln 1 ln 1 ln

2
y x C− = − + ， 

化简得
2 2( 1) 1y C x= − + ，（其中

2

1C C=  ）. 

又因为 (0) 2y = ，代入通解得 3C = ， 

所以特解为
2 23( 1) 1y x= − + . 

三、齐次微分方程 

1. 定义 

如果一阶微分方程可化成 

d

d

y y

x x


 
=  

 
， 

的形式，称该方程为齐次方程. 

例如： e
y

x
y

y
x

 = + ，
2 2 d d

d d

y y
y x xy

x x
+ = 都是齐次方程. 

2. 齐次方程的求解步骤： 

（1）变量代换，令
y

u
x

= ，则 y ux= ，故
d d

d d

y u
u x

x x
= + ； 

（2）将
d

d

y

x
代入

d

d

y y

x x


 
=  

 
得

d
( )

d

u
u x u

x
+ = ； 

（3）分离变量得
d d

( )

u x

u u x
=

−
； 

（4）两边积分
d d

( )

u x

u u x
=

−  ； 
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（5）求出积分后，以
y

x
代替u ，得到通解. 

例 9. 下列方程中为齐次微分方程的是（ ）. 

A.
2e x yy − = B. tan

y y
y

x x
 = +

C.
2( 1) sin cos 0x y x y x− −  − = D. ex+yy =

解：B 项：显然 tan
y y

y
x x

 = + 的等式右边，可将其看作一个关于
y

x
的函数， 

所以该微分方程为齐次微分方程，故本题答案为 B 项. 

A 项：等式整理得
2e ex yy − = ，显然为可分离变量的微分方程，故排除. 

C 项：等式整理得
2 2

sin cos

1 1

x x
y y

x x
 −  =

− −
，显然该方程为一阶非齐次线性 

微分方程，故排除. 

D 项：等式整理得 e ex yy = ，显然为可分离变量的微分方程，故排除. 

例 10. 求微分方程 e
y

x
y

y
x

 = + 的通解. 

解：显然该微分方程为齐次微分方程， 

令
y

u
x

= ，则 y u x= ，
d d

d d

y u
u x

x x
= + ， 

原式化为
d

e
d

uu
u x u

x
+ = + ，整理得

d e

d

uu

x x
= ， 

分离变量得
1

e d du u x
x

− = ， 

等式两边同时积分得
1

e d du u x
x

− =  ，即 1e ln lnu x C−− = + ， 

化简得
ee

u

Cx
−− = （其中 1C C=  ），

回代得通解 ee

y

x

Cx
−

− = . 
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注：当齐次微分方程通解中含有“ ln ”时，往往常数加“ 1ln C ”，目的是便于化简，

一般要求通解化简后尽可能不含有绝对值符号，这一点与可分离变量处理方法相同. 

例 11. 求微分方程
2 2 d d

d d

y y
y x xy

x x
+ = 的通解. 

解：等式整理得

2

2

2

d

d
1

y

y y x

yx xy x

x

 
 
 = =

−
−

，显然该方程为齐次方程， 

令
y

u
x

= ，则 y u x= ，
d d

d d

y u
u x

x x
= + ， 

原式化为
2d

d 1

u u
u x

x u
+ =

−
，整理得

d

d ( 1)

u u

x x u
=

−
， 

分离变量得
1 1

d d
u

u x
u x

−
= ， 

两边同时积分得
1 1

d d
u

u x
u x

−
=  ，解得 1ln ln lnu u x C− = + ， 

化简得eu Cux= （其中 1C C=  ）， 

回代得通解为e
y

x Cy= . 

例 12. 求齐次微分方程 tan
y y

y
x x

 = + 在 1|
6

xy =


= 下的特解. 

解：显然该微分方程为齐次微分方程， 

令
y

u
x

= ，则 y u x= ，
d d

d d

y u
u x

x x
= + ， 

原式化为
d

tan
d

u
u x u u

x
+ = + ，整理得

d tan

d

u u

x x
= ， 

分离变量得
1 1

d d
tan

u x
u x

= ， 
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两边同时积分得
1 1

d d
tan

u x
u x

=  ，即 1ln sin ln lnu x C= + ， 

化简得sin u Cx= (其中 1C C=  )，

回代得通解为sin
y

Cx
x

= ， 

又因为 1|
6

xy =


= ，代入通解得

1

2
C = ， 

故特解为
1

sin
2

y
x

x
= . 

四、一阶线性微分方程 

1. 定义

形如

d
( ) ( )

d

y
P x y Q x

x
+ = ， 

的方程，因为它对于未知函数 y 及其导数是一次方程，所以称为一阶线性微分方程. 

如果 ( ) 0Q x = 时，方程为 ( ) 0y P x y + = ，称为一阶线性齐次微分方程. 

如果 ( ) 0Q x  时，方程为 ( ) ( )y P x y Q x + = ，称为一阶线性非齐次微分方程. 

2. 一阶线性齐次微分方程的求解

对应齐次微分方程 ( ) 0y P x y + = 的通解公式为

( )d

e
P x x

y C
−= . 

3. 一阶线性非齐次微分方程的求解

对应非齐次微分方程 ( ) ( )y P x y Q x + = 的通解公式为

( )d ( )d

e ( )e d .
P x x P x x

y Q x x C
−   = +

  

例 13. 求微分方程 sin 0y y x + = 的通解.

解：显然该方程为齐次微分方程，且 ( ) sinP x x= ， 

故通解为
( )d

e
P x x

y C
−=



 

 

第 157 页 

第五章  微分方程 

      sin d

e
x x

C
−=  

     cose xC=  

则通解为
cose xy C= . 

例 14. 求微分方程
2( 2 )d d 0y xy x x y− + = 满足条件

1
e

x
y

=
= 的特解. 

解：（法一）等式整理得
2

d 2 1

d

y x
y

x x

−
= ， 

分离变量得 2

1 2 1
d d

x
y x

y x

−
= ， 

等式两端同时积分得 2

1 2 1
d d

x
y x

y x

−
=  ，即 1

1
ln 2ln lny x C

x
= + + ， 

化简得
1

2e xx Cy= （其中
1

1
C

C
=  ）， 

又因为
1

e
x

y
=

= ，代入通解得 1C = ， 

所以特解为
1

2e xy x= . 

（法二）等式整理得
2

d 2 1
0

d

y x
y

x x

−
− = ， 

显然该方程为一阶齐次线性微分方程，且
2

2 1
( )

x
P x

x

−
= − ， 

故通解为
( )d

e
P x x

y C
−=  

       2

2 1
( )d

e

x
x

xC

−
− −

=
 

       
1

2e xCx=  

又因为
1

e
x

y
=

= ，代入通解得 1C = ， 

所以特解为
1

2e xy x= . 

注：一阶齐次线性微分方程一定是一个可分离变量的微分方程，但可分离变量的微分
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方程并不一定是一阶齐次微分方程，所以在解题过程中能用一阶齐次微分方程解决的

问题，尽可能选择一阶齐次微分方程解决，直接套用公式使得计算更简便. 

例 15. 求微分方程
22 e 0xy y − − = 的通解. 

解：等式整理得
22 e xy y − = ，显然为一阶线性非齐次微分方程，

且 ( ) 2P x = − ，
2( ) e xQ x = ， 

所以通解为
( )d ( )d

e ( )e d
P x x P x x

y Q x x C
−   = +

  

( 2)d ( 2)d2e e e d
x xx x C

− − −  = +
  

2 2 2e ( e e d )x x x x C−= +
2e ( 1d )x x C= +
2e ( )x x C= +

则通解为
2e ( )xy x C= + . 

例 16. 求微分方程 sincos e xy y x − + = 的通解. 

解：显然该方程为一阶线性非齐次微分方程，且 ( ) cosP x x= ，
sin( ) e xQ x −= ， 

所以通解为
( )d ( )d

e ( )e d
P x x P x x

y Q x x C
−   = +

    

cos d cos dsine ( e e d )
x x x xx x C

− − = +
sin sin sine ( e e d )x x x x C− −= +
sine ( )x x C−= +  

则通解为 sine ( )xy x C−= + . 

例 17. 求微分方程 cosxy y x + = 满足 ( 1y ) = 的特解.

解：等式整理得
1 cos x

y y
x x

 + = ，显然为一阶线性非齐次微分方程， 
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且
1

( )P x
x

= ，
cos

( )
x

Q x
x

= ， 

所以通解为
( )d ( )d

e ( )e d
P x x P x x

y Q x x C
−   = +

    

    

1 1
d dcos

e ( e d )
x x

x x
x

x C
x

− 
= +  

    
1 cos

( d )
x

x x C
x x

=  +  

    
1

(sin )x C
x

= +  

又因为 (y ) =，代入通解得C = ， 

故特解为
1

(sin )y x
x

= +  . 

例 18. 设曲线 ( )y f x= 上任一点 ( )x y， 处切线的斜率为
2y

x
x

+ ，且该曲线过点 

1
(1 )

2
， ，求函数 ( ).y f x=  

解：由题可知，根据导数的几何意义得
2y

y x
x

 = + ， 

等式整理得
21

y y x
x

 − = ， 

显然该方程为一阶非齐次线性微分方程，且
21

( ) ( )P x Q x x
x

= − =， ， 

所以通解为
( )d ( )d

e ( )e d
P x x P x x

y Q x x C
−   = +

    

1 1
d d

2e e d
x x

x xx x C

   
− − −   

   
  

= + 
  
  

    
2 1

dx x x C
x

 
=  + 

 
  
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21

2
x x C

 
= + 

 

因为曲线过点
1

1
2

 
 
 
， ，代入通解得 0C = ， 

所以
31

2
y x= . 

例 19. 试确定可导函数 ( )f x ，使得
3

2

0
( ) d e

3

x
xt

f x f t
 

= + 
 

 成立. 

解：等式两端同时对 x求导得
2( ) 3 ( ) 2e xf x f x = + ， 

即 2( ) 3 ( ) 2e xf x f x − = ，显然该方程为一阶非齐次线性微分方程，

且 ( ) 3P x = − ， 2( ) 2e xQ x = ， 

所以通解为
( )d ( )d

( ) e ( )e d
P x x P x x

f x Q x x C
−   = +

    

   
( 3)d ( 3)d2e 2e e d

x xx x C
− − −  = +

    

3 2 3e ( 2e e d )x x x x C−=  +
3e ( 2e d )x x x C−= +  

   
3e ( 2e )x x C−= − +

当 0x = 时，代入原式得 (0) 1f = ，也满足通解，故再代入通解得 3C = ， 

所以 3( ) e ( 2e 3)x xf x −= − + . 



 

 

第 161 页 

第五章  微分方程 

第二节 二阶常系数齐次线性微分方程 

1. 理解二阶常系数齐次线性微分方程解的性质及通解的结构. 

2. 熟练掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法. 

一、二阶常系数齐次线性微分方程 

1. 定义 

在二阶齐次线性微分方程 

( ) ( ) 0y P x y Q x y + + =  

中，如果 y， y 的系数 ( )P x ， ( )Q x 均为常数，即上式成为 

0y py qy + + =  

的微分方程称为二阶常系数齐次线性微分方程. 

2. 二阶常系数齐次线性微分方程通解的步骤 

第一步 写出微分方程 0y py qy + + = 的特征方程 

2 0r pr q+ + = . 

第二步 求出特征方程的两个根 1r ， 2r . 

第三步 根据特征方程的两个根的不同情形，按照下表 5-1 写出微分方程的通解： 

表 5-1 微分方程的通解 

特征方程
2 0r pr q+ + = 的两个根 1 2r r，  微分方程 0y py qy + + = 的通解 

两个不相等的实根 1r ， 2r  1 2

1 2e e
r x r x

y C C= +  

两个相等的实根 1 2r r=  
1 2( )erxy C C x= +  

一对共轭复根 1 2r i = ，  
1 2e ( cos sin )xy C x C x  = +  

 

例 1. 求微分方程 2 0y y y + − = 的通解. 

解：特征方程为 2 2 0r r+ − = ， 

解得特征根为 1 21 2r r= = −， ，显然有两个不等实根， 
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故通解为
2

1 2e ex xy C C −= + . 

例 2. 求微分方程4 12 9 0y y y − + = 的通解.

解：特征方程为 24 12 9 0r r− + = ， 

解得特征根为 1 2

3

2
r =， ，显然有两个相等实根， 

故通解为
3

2
1 2( )e

x

y C C x= + .

例 3. 求微分方程 6 13 0y y y + + = 的通解.

解：特征方程为 2 6 13 0r r+ + = ， 

解得特征根为 1 2 3 2r i= − ， ，显然有一对共轭复根， 

故通解为
3

1 2e ( cos2 sin 2 )xy C x C x−= + . 

例 4. 微分方程 2 0y y − = 的通解为（ ）. 

A.
2e xy C= + ，（C R ） 

B. 2 2

1 2e ex xy C C − = + ，（ 1 2C C R， ）

C. 2

1 2( )e xy C C x = + ，（ 1 2C C R， ）

D.
2e xy C−= + ，（C R ）

解：由题意知，特征方程为 2 2 0r − = ， 

则特征根为 2r =  ，显然有两个不等的实根， 

故通解为
2 2

1 2e ex xy C C − = + ，（ 1 2C C R， ），

故本题答案为 B 项. 

例 5. 已知曲线 ( )y f x= 过原点，且它在原点处的切线与直线2 6 0x y+ + = 平行，且

( )y f x= 满足 2 0y y y − + = ，求 ( )y f x= . 

解：由题可知，特征方程为 2 2 1 0r r− + = ， 

解得特征根为 1 2 1r =， ，显然有两个相等实根， 

故通解为 1 2( )exy C C x= + ，
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又因为曲线过原点 (0 0)， ，代入通解得 1 0C = ， 

且在原点处的切线与直线2 6 0x y+ + = 平行，故
0

2
x

y k
=

 = = −直 ， 

2 1 2 2 10 0
e ( )e 2x x

x x
y C C C x C C

= =
  = + + = + = −  ， 

联立解得 1 0C = ， 2 2C = − ， 

所以 ( ) 2 exf x x= − . 

例 6. 设函数 ( )y y x= 是微分方程 3 2 0y y y − + = 的解，且在 0x = 处取得极值 3，

求 ( )y x 的表达式. 

解：特征方程为 2 3 2 0r r− + = ， 

解得特征根为 1 1r = ， 2 2r = ，显然有两个不等实根， 

故通解为
2

1 2e ex xy C C= + ， 

又因为在 0x = 处取得极值 3，所以 (0) 3y = 代入通解得 1 2 3C C+ = ， 

且
2

1 2e 2 ex xy C C = + ，无一阶不可导点，则 0x = 为驻点， 

故 (0) 0y = ，代入上式得 1 22 0C C+ = ， 

联立解得 1 6C = ， 2 3C = − ， 

所以
26e 3ex xy = −
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第六章 无穷级数 

第一节 常数项级数的概念和性质 

本节学习目标 

1. 理解无穷级数收敛、发散的概念.

2. 理解级数收敛的必要条件和级数的主要性质.

3. 知道几何级数
1

0

n

n

aq


−

=

 ， P −级数
1

1
P

n n



=

 的敛散性. 

一、无穷级数的相关概念 

一般地，如果给定一个数列 

1 2 nu u u， ， ， ， ， 

那么由这个数列构成的表达式 

1 2 nu u u+ + + +

叫做（常数项）无穷级数，简称（常数项）级数，记为
1

n

n

u


=

 ，即 

1 2 3

1

n n

n

u u u u u


=

= + + + + + ， 

其中第n项 nu 叫做级数的一般项. 

作（常数项）级数的前n项和 

1 2

1

n

n n i

i

s u u u u
=

= + + + =  ， 

ns 称为级数的部分和.当n依次取 1，2，3，…时，它们构成一个新的数列 

1 1s u= ， 2 1 2s u u= + ， 3 1 2 3s u u u= + + ，…， 

1 2n ns u u u= + + + ，….

这些级数的部分和构成一个新数列{ ns }，称该数列为级数的部分和数列. 
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如果级数
1

n

n

u


=

 的部分和数列{ ns }有极限 s ，即 

lim n
n

s s
→

= ， 

那么称无穷级数
1

n

n

u


=

 收敛，极限 s 叫做级数
1

n

n

u


=

 的和，并写成 

1 2 ns u u u= + + + + ； 

如果{ ns }没有极限，则称级数
1

n

n

u


=

 发散. 

例 1. 判定级数
1 1 1 1

1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)n n
+ + + + +

   − +
的敛散性. 

解：显然级数的一般项为
1 1 1 1

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1
nu

n n n n

 
= = − 

− + − + 
， 

则级数的前n项和 

1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1
ns

n n

 
= − + − + + − 

 −  +  −  + − + 
 

   
1 1 1 1 1 1

1
2 3 3 5 2 1 2 1n n

 
= − + − + + − 

− + 
 

   
1 1

1
2 2 1n

 
= − 

+ 
. 

因为
1 1 1

lim lim 1
2 2 1 2

n
n n

s
n→+ →+

 
= − = 

+ 
，所以该级数收敛. 

例 2. 判定级数
1

1
ln 1

n n



=

 
+ 

 
 的敛散性. 

解：显然级数的一般项为
1 1

ln 1 lnn

n
u

n n

+ 
= + = 

 
， 

则级数的前n项和 

2 3 4 1
ln ln ln ln

1 2 3
n

n
s

n

+
= + + + +  
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2 3 4 1
ln

1 2 3

n

n

+
=    

ln( 1)n= + . 

因为 lim lim ln( 1)n
n n

s n
→+ →+

= + = +，所以该级数发散. 

例 3. 判定级数
2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 2 3n n

       
+ + + + + + + + +       

       
的敛散性. 

解：级数可记为
2 3 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 3 3 3 3n n
+ + + + + + + + + +

则级数的前n项和 

1 1 1 1
1 1

1 1 12 2 3 3
1 1

1 1 2 2 3
1 1

2 3

n n

n n n
s

   
− −   

    
= + = − + − 

 − −

. 

因为
1 1 1 3

lim lim 1 1
2 2 3 2

n n nn n
s

→+ →+

  
= − + − =  

  
，以该级数收敛. 

二、几种特殊级数的敛散性 

1. 等比级数（几何级数）

无穷级数

2

0

n n

n

aq a aq aq aq


=

= + + + + +

叫做等比级数（又称为几何级数），其中 0a  ，q叫做级数的公比. 

等比级数敛散性判定的结论：①当 1q  时，级数收敛； 

②当 1q ≥ 时，级数发散. 

2. P −级数 

无穷级数

1

1 1 1 1
1

2 3p p p p
n n n



=

= + + + + +

叫做 P −级数，其中 p 为常数.
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P −级数敛散性判定的结论：① 1P  时，级数收敛； 

② 1P≤ 时，级数发散. 

特别地，当 1P = 时，称 P −级数为调和级数，即
1

1

n n



=

 发散. 

例 4. 若级数
1

1

1
a

n n



+
=

 发散，则a的范围是     . 

解：显然 1
1

1
a

n n



+
=

 为 P 级数，因为该级数发散， 

所以 1 1a + ≤ ，解得 0a≤ . 

例 5. 判断级数
1

2

3

n

n
n



=

 的敛散性. 

解：原级数可化为
1 1

2 2

3 3

nn

n
n n

 

= =

 
=  

 
  ， 

显然为等比级数，且
2

1
3

q =  ， 

故该级数收敛. 

例 6. 下列级数中发散的是（  ）. 

A.

1

1

4

n

n



=

 
 
 

    B.
2

1

1

n n



=

     C.
1

1

n n



=

    D.
1

1

!n n



=

  

解：C 项：因为 1
1 1 2

1 1

n nn
n

 

= =

=  ，显然为 P 级数，且
1

1
2

P =  ， 

所以原级数
1

1

n n



=

 发散，故本题答案为 C 项. 

A 项：显然
1

1

4

n

n



=

 
 
 

 为等比级数，且
1

1
4

q =  ， 

所以原级数收敛，故排除. 
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B 项：显然
2

1

1

n n



=

 ，显然为 P −级数，且 2 1P =  ， 

所以原级数
1

1

n n



=

 收敛，故排除. 

D 项：在下一节会介绍正项级数的敛散性判定方法. 

三、无穷级数的基本性质 

性质 1 如果
1

n

n

u


=

 收敛， k 为常数，则
1

n

n

ku


=

 也收敛. 

推论：级数的每一项同乘一个不为零的常数后，其敛散性不改变. 

性质 2 如果
1

n

n

u


=

 与
1

n

n

v


=

 均收敛，则级数
1

( )n n

n

u v


=

 也收敛，且 

1 1 1

( )n n n n

n n n

u v u v
  

= = =

 =    . 

推论：（1）若
1

n

n

u


=

 和
1

n

n

v


=

 一个收敛，一个发散，则
1

( )n n

n

u v


=

 一定发散. 

（2）若
1

n

n

u


=

 和
1

n

n

v


=

 都发散，则
1

( )n n

n

u v


=

 可能收敛，也可能发散. 

性质 3 在级数中去掉、加上或改变有限项，不会改变级数的敛散性. 

性质 4 收敛级数加括号后所得到的新级数仍收敛于原级数的和. 

性质 5（级数收敛的必要条件）  如果级数
1

n

n

u


=

 收敛，则 lim 0.n
n

u
→

=

注：性质 5 说明，若级数
1

n

n

u


=

 收敛，则必有 lim 0n
n

u
→

= ；但 lim 0n
n

u
→

= ，并不能说明

级数收敛（如
1

lim 0
n n→

= ，但
1

1

n n



=

 发散）. 

故 lim 0n
n

u
→

= 是级数
1

n

n

u


=

 收敛的必要非充分条件. 
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相反的，若 lim 0n
n

u
→

 ，则级数
1

n

n

u


=

 一定发散，这也是用来判断级数发散的方法. 

例 7. 若级数
1

n

n

u


=

 收敛，而级数
1

n

n

v


=

 发散，则级数
1

( )n n

n

u v


=

− （  ）. 

A.一定发散       B.一定收敛 

C.可能收敛       D.以上三种说法都不对 

解：由级数性质知，收敛级数和发散的级数通项相加减构成的级数敛散性不确定， 

所以
1

( )n n

n

u v


=

− 可能收敛，可能发散，故本题答案为 C 项. 

例 8. 如果级数
1

n

n

u


=

 收敛，则级数
1

( 0.001)n

n

u


=

+     .（填“收敛”或

“发散”） 

解：（法一）因为级数
1

n

n

u


=

 收敛，所以由级数收敛的必要条件可知 lim 0n
n

u
→

= ， 

故 lim( 0.001) 0.001 0n
n

u
→

+ =  ，故由级数收敛的必要条件的逆否命题 

可知，级数
1

( 0.001)n

n

u


=

+ 发散. 

（法二）因为
1

n

n

u


=

 收敛，而
1 1

0.001 0.001 1n

n n

 

= =

=   ，可看作公比为 1q =  

的等比级数，故
1

0.001
n



=

 发散，所以由级数性质可知， 

收敛级数的通项加发散级数的通项构成的新级数一定发散. 

例 9. 判断级数 2
1

1 1

2n
n n



=

 
+ 

 
 的敛散性. 

解：因为
1 1

1 1

2 2

n

n
n n

 

= =

 
=  

 
  为等比级数，且

1
1

2
q =  ，所以该级数收敛， 
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又因为 2
1

1

n n



=

 为P −级数，且 2 1P =  ，故该级数收敛， 

由级数性质可知，原级数 2
1

1 1

2n
n n



=

 
+ 

 
 收敛. 

例 10. 判断级数

2

1n

n n

n



=

+
 的敛散性. 

解：因为
2

lim 0
n

n n

n→+

+
= +  ，故原级数

2

1n

n n

n



=

+
 发散. 

例 11. 已知 na 收敛于a，证明： 1

1

( )n n

n

a a


+

=

− 收敛，且前n项和为 1a a− . 

证明：因为 na 收敛于a，所以 lim n
n

a a
→

= ， 1lim n
n

a a+
→

= ，设 1

1

( )n n

n

a a


+

=

− 前n项和 

为 ns ，故 1 2 2 3 1 1 1n n n ns a a a a a a a a+ += − + − + + − = − ， 

  所以 1 1 1lim lim( )n n
n n

s a a a a+
→ →

= − = − ，故由定义知 1

1

( )n n

n

a a


+

=

− 收敛，

且前n项和为 1a a− . 
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第二节 常数项级数的审敛法 

本节学习目标 

1. 熟练掌握正项级数的比较判别法、比值判别法与根值判别法. 

一、正项级数及其审敛法 

1. 正项级数 

如果常数项级数
1

n

n

u


=

 的各项都是正数或零，即 0nu ≥ ，（ 1 2 3n = ，，， ），则称

级数
1

n

n

u


=

 为正项级数. 

2. 比值审敛法 

 设
1

n

n

u


=

 为正项级数，如果 

1lim n

n
n

u

u
+

→+
= ， 

那么 

（1）当 1  时，级数收敛； 

（2）当 1  （或 1lim n

n
n

u

u

+

→+
= ）时，级数发散； 

（3）当 1 = 时，级数可能收敛也可能发散. 

例 1. 下列级数收敛的是（  ）. 

A.
1

4

3

n

n
n



=

        B.
1

1

n n



=

  

C.
1 2n

n

n

=

        D.
1 !

n

n

n

n



=

  

解：C 项：显然
1 2n

n

n

=

 为正项级数，且
1

1
12lim 1
2

2

n

n

n

n

n


+

→+

+

= =  ， 
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所以由正项级数的比值判别法可知，
1 2n

n

n

=

 收敛，

故本题答案为 C. 

A 项：显然
1

4

3

n

n
n



=

 为等比级数，且
4

1
3

q =  ，则该级数发散，故排除. 

B 项： 1
1 1 2

1 1

n nn
n

 

= =

=  显然为 P 级数，且
1

1
2

P =  ，则该级数发散，故排除. 

D 项：显然
1 !

n

n

n

n



=

 为正项级数， 

且

1( 1)

( 1)!
lim

!

n

n
n

n

n

n

n



+

→+

+

+
=

1
lim

n

n

n

n→+

+ 
=  

 

1
lim 1 e 1

n

n n→+

 
= + =  

 
， 

则由正项级数的比值判别法可知，
1 2n

n

n

=

 发散，故排除. 

例 2. 判断级数
1

2025

!

n

n n



=

 的敛散性.

解：设
2025

!

n

nu
n

= ，显然
2025

0
!

n

n
 ，所以该级数为正项级数，

又因为 

12025

2025( 1)!
lim lim 0 1

2025 1

!

n

n
n n

n

n

n



+

→+ →+

+
= = = 

+
， 

所以由正项级数的比值判别法可知，该级数收敛. 
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例 3. 判断级数
1

2 !n

n
n

n

n



=


 的敛散性. 

解：设
2 !n

n n

n
u

n


= ，显然

2 !
0

n

n

n

n


 ，所以该级数为正项级数， 

又因为

1

1

2 ( 1)!

( 1)
lim

2 !

n

n

n
n

n

n

n

n

n



+

+

→+

 +

+
=


 

2 lim
1

n

n

n

n→+

 
=  

+ 
 

1
( 1)

( 1)1
2 lim 1

1

n n
n

n n

− +  
− +

→+

− 
= + 

+ 

 

lim
12en

n

n→+

−

+=  

2
1

e
=  . 

所以由正项级数的比值判别法可知，该级数收敛. 

3. 比较审敛法 

 设
1

n

n

u


=

 ，
1

n

n

v


=

 都是正项级数，且 n nu v≤ （ 1 2 3n = ，，， ），则 

（1）
1

n

n

v


=

 收敛，
1

n

n

u


=

 收敛.（简记“大收则小收”） 

（2）
1

n

n

u


=

 发散，
1

n

n

v


=

 发散.（简记“小发则大发”） 

例 4. 判断级数
1

1

1)( 4)n n n



= + +

（

的敛散性. 

解：显然级数通项为 2

1 1

1)( 4)n n n+ +
≤

（
， 
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且
1

1

1)( 4)n n n



= + +

（

与 2
1

1

n n



=

 均为正项级数， 

因为 2
1

1

n n



=

 为 P 级数，且 2 1P = ≥ ，故 2
1

1

n n



=

 收敛， 

由比较判别法可知
1

1

1)( 4)n n n



= + +

（

也收敛. 

例 5. 判断级数 2
1

sin

n

n

n



=

 的敛散性. 

解：显然级数通项为 2 2

sin 1n

n n
≤ ， 

且 2
1

sin

n

n

n



=

 与 2
1

1

n n



=

 均为正项级数， 

因为 2
1

1

n n



=

 为 P 级数，且 2 1P = ≥ ，故 2
1

1

n n



=

 收敛，

由比较判别法可知 2
1

sin

n

n

n



=

 也收敛. 

4. 比较审敛法的极限形式

设
1

n

n

u


=

 和
1

n

n

v


=

 都是正项级数，若 lim n

n
n

u
l

v→
= . 

（1）如果0 l  +，则级数
1

n

n

u


=

 与
1

n

n

v


=

 同敛散性； 

（2）如果 0l = ，且
1

n

n

v


=

 收敛时，
1

n

n

u


=

 收敛； 

（3）如果 l = + ，且
1

n

n

v


=

 发散时，
1

n

n

u


=

 发散. 

例 6. 下列级数发散的是（ ）. 

A.
1

1

3n
n



=

 B.
2

1

1
sin

n n



=


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C.
1 1n

n

n



= +
       D.

1

1

(5 4)(5 1)n n n



= + −
  

解：C 项：由级数收敛必要条件的逆否命题可知， 

因为 lim 1 0
1n

n

n→
= 

+
，故级数

1 1n

n

n



= +
 发散， 

故本题答案为 C 项. 

A 项：
1

1

3n
n



=

 显然为等比级数，且
1

1
3

q =  ，故收敛. 

B 项：当n →时，
2

2

1 1
sin

n n
，且

2

2

1
sin

lim 1
1n

n

n

→
= ， 

又 2
1

1

n n



=

 也为正项级数，所以由正项级数的比较判别法可知， 

2

1

1
sin

n n



=

 与 2
1

1

n n



=

 同敛散性，因为 2
1

1

n n



=

 收敛，故
2

1

1
sin

n n



=

 也收敛； 

D 项：当n →时，
1

(5 4)(5 1)n n+ −
的同阶无穷小为

2

1

n
， 

且

2

1

1(5 4)(5 1)
lim

1 25n

n n

n

→

+ −
= ，又

1

1

(5 4)(5 1)n n n



= + −
 也为正项级数， 

所以由正项级数的比较判别法可知，
1

1

(5 4)(5 1)n n n



= + −
 与 

2
1

1

n n



=

 同敛散性，因为 2
1

1

n n



=

 收敛，故
1

1

(5 4)(5 1)n n n



= + −
 也收敛. 

例 7. 判断级数
2

1

1

(e 1)n

n

n


=

− 的敛散性. 

解：显然
2

1

1

(e 1)n

n

n


=

− 为正项级数，且
1

1

n n



=

 也为正项级数， 
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因为

2

1

(e 1)
lim 1

1

n

n

n

n

→

−
= ，所以正项级数的比较判别法可知， 

2

1

1

(e 1)n

n

n


=

− 与
1

1

n n



=

 同敛散性，因为
1

1

n n



=

 发散，故
2

1

1

(e 1)n

n

n


=

− 也发散. 

例 8. 判断级数
3

1

1

1n

n

n



=

+

+
 的敛散性. 

解：显然 3
1

1

1n

n

n



=

+

+
 为正项级数，且 2

1

1

n n



=

 也为正项级数， 

因为
3

2

1

1lim 1
1n

n

n

n

→

+

+ = ，所以正项级数的比较判别法可知， 

3
1

1

1n

n

n



=

+

+
 与 2

1

1

n n



=

 同敛散性，因为 2
1

1

n n



=

 收敛，故 3
1

1

1n

n

n



=

+

+
 也收敛. 

5. 根值审敛法

设
1

n

n

u


=

 为正项级数，如果 

lim n
n

n
u 

→
= ，

那么 

（1）当 1  时，级数收敛； 

（2）当 1  （或 lim n
n

n
u

→+
= + ）时，级数发散；

（3）当 1 = 时，级数可能收敛也可能发散. 

例 9. 判断级数
1

2 1

3 1

n

n

n

n



=

+ 
 

− 
 的敛散性. 

解：显然
1

2 1

3 1

n

n

n

n



=

+ 
 

− 
 为正项级数， 
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且
2 1 2 1 2

lim lim 1
3 1 3 1 3

n

n

n n

n n

n n


→ →

+ + 
= = =  

− − 
， 

由正项级数的根值判别法可知，级数
1

2 1

3 1

n

n

n

n



=

+ 
 

− 
 收敛. 

二、交错级数及其审敛法 

1. 交错级数 

 如果级数可以写成 

1 2 3 4u u u u− + − + ， 

或 

1 2 3 4u u u u− + − + − ， 

的形式，即它的各项是正负交替出现，且 1u ， 2u ，…都是正数，把这样的级数称为交

错级数. 

2. 交错级数的审敛法（莱布尼茨审敛法） 

如果交错级数
1

1

( 1)n

n

n

u


−

=

− （ 0nu  ）满足条件： 

（1） 1( 1 2 )n nu u n+ =≥ ，， ； 

（2） lim 0n
n

u
→

= ； 

则称级数
1

1

( 1)n

n

n

u


−

=

− 收敛. 

例 10. 下列级数发散的是（  ）. 

 A.
1

1

n n



=

         B.
1

1
( 1)n

n n



=

−  

C.
2

1

1

n n



=

         D.
2

1

1
( 1)n

n n



=

−  

解：A 项：显然
1

1

n n



=

 为调和级数，故
1

1

n n



=

 发散，故本题答案为 A. 
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B 项：显然
1

1
( 1)n

n n



=

− 为交错级数，令
1

nu
n

= ， 

显然 1n nu u + ，且
1

lim lim 0n
n n

u
n→ →

= = ，故该级数收敛.

C 项：显然 2
1

1

n n



=

 为 P 级数，且 2 1P =  ，故 2
1

1

n n



=

 收敛.

D 项：显然
2

1

1
( 1)n

n n



=

− 为交错级数，令
2

1
nu

n
= ， 

显然 1n nu u + ，且
2

1
lim lim 0n
n n

u
n→ →

= = ，故该级数收敛.

例 11. 判断级数
1

1
( 1)

ln(1 )

n

n n



=

−
+

 的敛散性. 

解：因为
1

1
( 1)

ln(1 )

n

n n



=

−
+

 为交错级数，设
1

0
ln(1 )

nu
n

= 
+

， 

且满足 1n nu u + ，
1

lim 0
ln(1 )n n→

=
+

， 

由莱布尼茨判别法可知，级数
1

1
( 1)

ln(1 )

n

n n



=

−
+

 收敛. 

三、条件收敛和绝对收敛 

如果级数
1

n

n

u


=

 各项取绝对值后得到的级数 

1 2

1

n n

n

u u u u


=

= + + +

收敛，那么称级数
1

n

n

u


=

 绝对收敛；如果级数
1

n

n

u


=

 收敛，而级数
1

n

n

u


=

 发散，那么

称级数
1

n

n

u


=

 条件收敛. 
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例如：级数
1

2
1

1
( 1)n

n n


−

=

− 绝对收敛，而级数
1

1

1
( 1)n

n n


−

=

− 是条件收敛. 

级数绝对收敛与级数收敛有以下重要关系： 

如果级数
1

n

n

u


=

 绝对收敛，那么级数
1

n

n

u


=

 必定收敛. 

例 12. 判断级数 2
1

1 sin

n

n

n



=

+
 的敛散性，如果收敛，是绝对收敛还是条件收敛.  

解： 2 2
1 1

1 sin 2

n n

n

n n

 

= =

+
 ≤ ，显然 2

1

2

n n



=

 收敛，则 2
1

1 sin

n

n

n



=

+
 也收敛， 

所以级数 2
1

1 sin

n

n

n



=

+
 绝对收敛. 

例 13. 判断级数

1

1

( 1)n

n n

+

=

−
 的敛散性.  

解：显然该级数

1

1

( 1)n

n n

+

=

−
 为交错级数，且

1
0nu

n
=  ， 

因为 1n nu u + ，且
1

lim 0
n n→

= ， 

所以由莱布尼茨判别法可知，该交错级数收敛， 

又因为

1

1
1 1 1 2

( 1) 1 1n

n n nn n
n

+  

= = =

−
= =   ， 

显然为 P 级数，且
1

1
2

P =  ，故发散， 

所以级数

1

1

( 1)n

n n

+

=

−
 条件收敛. 

  



第 180 页 

第三节 幂级数 

本节学习目标 

1. 理解幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的定义.

2. 熟练掌握求幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的方法.

一、函数项级数的概念 

如果给定一个定义在区间 I 上的函数列

1( )u x ， 2 ( )u x ， 3( )u x ，…， ( )nu x ，…，

那么由这函数列构成的表达式 

1 2

1

( ) ( ) ( ) ( )n n

n

u x u x u x u x


=

= + + + +

称为定义在区间 I 上的函数项级数.

如果 0

1

( )n

n

u x


=

 收敛，就称 0x 是函数项级数的收敛点；如果 0

1

( )n

n

u x


=

 发散，就称

0x 是函数项级数的发散点；函数项级数的所有收敛点称为收敛域，所有的发散点称为

发散域. 

二、幂级数及其收敛性 

1. 幂级数

形如 0

0

( )n

n

n

a x x


=

− 的函数项级数称为 0( )x x− 的幂级数，特别地，当 0 0x = 时，

0

n

n

n

a x


=

 称为 x的幂级数.

上式中，将幂级数 0

0

( )n

n

n

a x x


=

− 中的 0x x− 换为 t ，就将其化为
0

n

n

n

a x


=

 形式了，

下面我们重点研究如
0

n

n

n

a x


=

 的幂级数.

2. 阿贝尔定理
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如果级数
0

n

n

n

a x


=

 在 0 0( 0)x x x=  处收敛，则当 0x x 时
0

n

n

n

a x


=

 绝对收敛； 

如果级数
0

n

n

n

a x


=

 在 0x x= 处发散，则当 0x x 时
0

n

n

n

a x


=

 发散. 

3. 收敛半径、收敛区间及收敛域的求解步骤： 

第一步 先求收敛半径，对于幂级数
0

n

n

n

a x


=

 ，记
1lim n

n
n

a

a
+

→
= ， 

称
1

R


= 为幂级数的收敛半径； 

第二步 确定收敛区间，以原点为圆心， R 为半径的开区间 ( )R R− ， 称为 

幂级数的收敛区间； 

第三步 确定收敛域，分别验证收敛区间的端点值 x R=  处的敛散性， 

由区间端点敛散性加上收敛区间得到收敛域. 

注：（1）若 0R = ，则幂级数收敛于 0x = 这个点； 

（2）若R = +，则幂级数的收敛域为 ( )− + ， ； 

（3）若0 R  + ，则幂级数的收敛域为开区间 ( )R R− ， ，再判断端点敛散性，

并确定收敛域的开闭. 

（4）级数 0

0

( )n

n

n

a x x


=

− 的收敛域是以点 0x 为中心，R 为半径（即

0 0x R x x R−   + ）的圆域，再加上对两端点敛散性决定收敛区间端点的开闭. 

例 1. 求幂级数
1 3

n

n
n

x

n



= 
 的收敛域. 

解：由题可知，因为
1

1

3 1
lim lim

( 1) 3 3

n

n

nn n
n

a n

a n
 +

+→ →


= = =

+ 
， 

所以收敛半径为
1

3R


= = ，收敛区间为 ( 3 3)− ， ， 
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当 3x = − 时，原级数
1 1

( 3) ( 1)

3

n n

n
n nn n

 

= =

− −
=


  为交错级数，故该级数收敛，

当 3x = 时，原级数
1 1

3 1

3

n

n
n nn n

 

= =

=


  为调和级数，故该级数发散，

所以收敛域为 )3 3− ， . 

例 2. 求幂级数
0 !

n

n

x

n



=

 的收敛域. 

解：由题可知，因为
1 ! 1

lim lim lim 0
( 1)! 1

n

n n n
n

a n

a n n
 +

→ → →
= = = =

+ +
， 

所以收敛半径为
1

R


= = ， 

收敛区间为 ( )− + ， ，所以收敛域为 ( )− + ， . 

例 3. 求幂级数
0

! n

n

n x


=

 的收敛半径. 

解：由题可知，因为
1 ( 1)!

lim lim
!

n

n n
n

a n

a n
 +

→ →

+
= = =  ， 

所以收敛半径为
1

0R


= = ，故级数
0

! n

n

n x


=

 收敛于 0x = 点. 

例 4. 求幂级数
1

( 5)n

n

x

n



=

−
 的收敛域. 

解：由题可知，因为
1lim lim 1

1

n

n n
n

a n

a n
 +

→ →
= = =

+
， 

所以收敛半径为
1

1R


= = ，即当 1 5 1x−  −  时收敛， 

得收敛区间为 (4 6)， ，

当 4x = 时，原级数
1 1

(4 5) ( 1)n n

n nn n

 

= =

− −
=  为交错级数，故该级数收敛，
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当 6x = 时，原级数 1
1 1 2

1 1

n nn
n

 

= =

=  为 P 级数，且
1

1
2

P =  ， 

故该级数发散，所以收敛域为 )4 6， . 

三、缺项型幂级数收敛性 

缺项型幂级数是指
0

n

n

n

a x


=

 中，x的某些次方不存在（ x的方次不连续），此时只

能用级数收敛性的比值判别法求收敛域，即 

（1）求出
1( )

lim
( )

n

n
n

u x

u x
 +

→
= （  是一个关于 x 的函数）； 

（2）令 1  ，解不等式得出 x的解集，这是收敛区间； 

（3）令 1 = ，得到 x的端点值，代入级数验证是否收敛； 

（4）将（2）得到的结果再加上（3）的收敛点，就是收敛域. 

例 5. 求幂级数
2 2

1

2 1

2

n

n
n

n
x


−

=

−
 的收敛半径. 

解：由题可知，因为
( 1)

lim
( )n

u x

u x


→

+
=  

  2

1 2 2

2( 1) 1 2
lim

2 (2 1)

n n

n nn

n x

n x+ −→

+ −
= 

−
 

2 22 1 1
lim

2(2 1) 2n

n
x x

n→

+
= =

−
 

令 1  ，解得收敛区间为 ( 2 2)x − ， ，所以收敛半径 2R = .
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第七章 线性代数 

第一节 行列式 

本节学习目标 

1. 理解行列式的概念，掌握行列式的性质.

2. 掌握行列式的计算.

3. 会用克莱姆（Cramer）法则求解线性方程组.

一、行列式的概念 

1. 二阶行列式

形如四个元素按照两行两列的顺序排列成数表

11 12

21 22

a a

a a
， 

则表达式 11 22 12 21a a a a− 称为该数表所确定的二阶行列式，记作

11 12

21 22

a a
D

a a
= . 

数 ija （ 1 2i = ，； 1 2j = ， ）称为行列式的元素，元素 ija 的第一个下标 i 称为行

标，表明该元素位于第 i 行；第二个下标 j 称为列标，表明该元素位于第 j 列.

二阶行列式的值是一个数值或一个代数式，其计算方法可以用对角线法则来计算，

把 11a 到 22a 的连线称为主对角线， 12a 到 21a 的连线称为副对角线；于是二阶行列式的

值便是主对角上两元素之积减去副对角线上两元素之积所得的差. 

11 12

11 22 12 21

21 22

a a
D a a a a

a a
= = − .

例 1. 计算
1 1

2 3

−

−
. 

解：原式 1 ( 3) ( 1) 2 1=  − − −  = − . 

2. 三阶行列式 



 

 

第 185 页 

第七章  线性代数 

 

设有 9 个数排成 3 行 3 列的数表 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

， 

记 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

D a a a

a a a

=  

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 11 23 32 12 21 33a a a a a a a a a a a a a a a a a a= + + − − − ， 

称为数表所确定的三阶行列式. 

例 2. 计算

1 3 1

0 5 3

1 0 1

−

− . 

解：原式 1 ( 5) 1 3 3 1 ( 1) 0 0=  −  +   + −    

1 ( 5) ( 1) 0 3 1 1 0 3−  −  − −   −    

1= − . 

注：（1）行列式本质上是一个数或者代数式（如表达式中有字母）； 

（2）对角线法则只适用于二阶及三阶行列式，四阶及以上不再适用. 

3. n阶行列式 

按照二阶和三阶行列式概念，仿此，可把行列式推广，设有 2n 个数，排成n行

n列，记作 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
D

a a a

=  

其中 ija 称为行列式 D的第 i 行第 j 列的元素. 

特别地，当 1n = 时，一阶行列式 a a= ，注意不要与绝对值记号相混淆. 
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4. 上三角行列式

主对角线以下的元素都为 0 的行列式叫做上三角行列式，记为

11 12 1

22 2

11 22

n

n

nn

nn

a a a

a a
D a a a

a

= = . 

主对角线以上的元素都为 0 的行列式叫做下三角行列式，记为 

11

21 22

11 22

1 2

nn

n n nn

a

a a
D a a a

a a a

= = . 

主对角线以上和以下的元素都为 0 的行列式叫做对角行列式，记为 

1

2

1 2 n

n




  



= . 

例如

1 1 3 2

0 5 0 9
1 ( 5) ( 8) 2 80

0 0 8 5

0 0 0 2

D

−

−
= =  −  −  =

− −
. 

5. 转置行列式

将行列式 D的行与列对换得到的行列式，称为D的转置行列式，记作 TD . 

例如

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

D a a a

a a a

= ，则

11 21 31

T

12 22 32

13 23 33

a a a

D a a a

a a a

= . 

二、行列式的性质 

性质 1 行列式与它的转置行列式的值是相等的，即 TD D= . 
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. 

 

例如：
3 1

2 4
D =

−
，则

T
3 2

1 4
D =

−
，且 T 14D D= = − . 

性质 2 对换行列式的两行（列），行列式变号. 

注：互换行列式的第 i 行（列）与第 j 行（列），记为 ( )i j i jr r c c  . 

例如
2 3

1 4
1 2r r

1 4
5

2 3
− = ；或

2 3

1 4
1 2c c

3 2
5

4 1
− = . 

推论  如果行列式的两行（列）元素完全相同，则行列式的值等于零. 

例 3. 设 3

1 2 3

a b c

x y z = ，则

1

2

3

x a

y b

z c

=    ； 1 2 3

x y z

a b c

=    . 

解：因为行列式 3

1 2 3

a b c

x y z = ，对应其转置行列式为

1

2 3

3

a x

b y

c z

= ， 

1

2

3

a x

b y

c z

1 2c c

1

2

3

x a

y b

z c

− ，所以

1

2 3

3

x a

y b

z c

= − . 

同理 3

1 2 3

a b c

x y z = ，所以

1 2 3

a b c

x y z 1 2r r

1 2 3

x y z

a b c− ， 

得 3

1 2 3

x y z

a b c = − ，

1 2 3

x y z

a b c 2 3r r 1 2 3

x y z

a b c

− ， 

所以 1 2 3 3

x y z

a b c

= . 

性质 3 行列式的某一行（列）中所有元素都有公因子，则可把公因子提到行列式符

号的外面，行列式的值不变. 
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例如：

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

a a a a a a

D kb kb kb k b b b

c c c c c c

= = . 

推论 1 数乘行列式等于这个数乘行列式的某一行（列）. 

推论 2 行列式某一行（列）元素全为零，则行列式的值等于零. 

性质 4 行列式中若有两行（列）元素对应成比例，则行列式的值等于零. 

性质 5 行列式中某一行（列）的元素都是两数之和，则该行列式可拆分成两个行列

式的和. 

例如：

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

a b c a b c a b c

a a b b c c a b c a b c

a b c a b c a b c

+ + + = + . 

性质 6 若行列式中某一行（列）各元素都乘同一常数 k 然后加到另一行（列）对应

元素上去，行列式的值不变. 

注：以数 k 乘第 j 行（列）加到第 i 行（列）上，记作 ( )i j i jr kr c kc+ + ，注意，改变

的是第 i 行（列）元素，第 j 行（列）元素不变.

例如：

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

2 1r kr+
1 1 1

1 2 1 2 1 2

3 3 3

a b c

ka a kb b kc c

a b c

+ + + . 

例 4. 已知
11 21

12 22

2
a a

a a
= ，

31 11

32 12

3
a a

a a
= ，求

11 21 31

12 22 32

a a a

a a a

+

+
. 

解：由题可知，
11 21 31 11 3111 21

12 22 32 12 3212 22

2 ( 3) 1
a a a a aa a

a a a a aa a

+
= + = + − = −

+
. 

行列式的计算方法总结： 

（1）反复利用行列式的性质将某行（列）的元素尽可能多地变成零，再按某行（列）

展开，即降阶. 

（2）反复使用行列式的性质，将行列式化为上三角行列从而算出行列式的值. 

这里重点介绍上三角行列式的方法，降阶的方法在行列式展开定理中重点介绍. 



 

 

第 189 页 

第七章  线性代数 

 

例 5. 计算行列式

1 1 1

0 2 2

0 2 3

. 

解：原式 3 2r r−

1 1 1

0 2 2

0 0 1

 

  1 2 1 2=   = . 

例 6. 计算行列式

2 7 5

1 3 3

1 4 1− −

. 

解：原式 1 2r r

1 3 3

2 7 5

1 4 1

−

− −

 

  
2 1

3 1

2

r r

r r

+

−

1 3 3

0 1 1

0 7 2

− −  

  3 27r r−

1 3 3

0 1 1

0 0 9

− −  

  1 1 9 9= −   = − . 

例 7. 计算行列式

3 1 1

297 101 99

3 3 2− −

. 

解：原式

3 1 1 3 1 1

300 100 100 3 1 1

3 3 2 3 3 2

= + − −

− − − −
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3 1 1

3 1 1

3 3 2

= − −

− −

2 1

3 1
r r

r r

+

+

3 1 1

0 2 0

0 2 3−

3 2r r+

3 1 1

0 2 0

0 0 3

18= . 

例 8. 计算行列式

ab ac ae

bd cd de

bf cf ef

−

−

−

. 

解：原式

b c e

adf b c e

b c e

−

= −

−

1 1 1

1 1 1

1 1 1

adfbce

−

= −

−

2 1

3 1

+

r r

r r

+

1 1 1

0 0 2

0 2 0

abcdef

−

2 3r r

1 1 1

0 2 0

0 0 2

abcdef

−

−

4abcedf= . 
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例 9. 计算行列式

4 2 2 2

2 4 2 2

2 2 4 2

2 2 2 4

. 

解：原式
1 2

1 3

1 4

r r
r r

r r

+
+

+

10 10 10 10

2 4 2 2

2 2 4 2

2 2 2 4

 

  

1 1 1 1

2 4 2 2
10

2 2 4 2

2 2 2 4

=  

  
2 1

3 1

4 1

2
2

2

r r
r r

r r

−
−

−

1 1 1 1

0 2 0 0
10

0 0 2 0

0 0 0 2

 

  80= . 

注：满足特征：各行（列）中元素之和为同一常数的行列式. 

计算方法：将各行（列）的元素全加到第一行（列），提出公因子再化上三角行列

式即可. 

三、行列式按行（列）展开 

1. 余子式与代数余子式 

在n阶行列式 D中，把元素 ija 所在的第 i 行和第 j 列划去后，留下的 1n − 阶行列

式称为元素 ija 的余子式，记作 ijM ；记 

( 1)i j

ij ijA M+= − ， 

ijA 叫做元素 ija 的代数余子式. 

例如三阶行列式 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

D a a a

a a a

=

中，元素 13a 的余子式和代数余子式分别为

21 22

13

31 32

a a
M

a a
= 和

21 221 3

13

31 32

( 1)
a a

A
a a

+= − . 

例 10. 已知行列式

1 4 8

2 0 1

3 6 2

−

− ，求 23A 的值（ ）. 

A. 6 B. 6− C.8 D. 8−

解：
2 3

23

1 4
( 1) 6

3 6
A += − = ，故本题答案为 A 项. 

2. 拉普拉斯定理

定理  行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之和，

即 

1 1 2 2 ( 1 2 )i i i i in inD a A a A a A i n= + + + = ，， ，

或 

1 1 2 2 ( 1 2 )j j j j nj njD a A a A a A i n= + + + = ，， ，

注：（1）在利用拉普拉斯计算行列式时，可以起到降阶的作用，为了便于计算，往往

在计算时选择零元素较多的行或列展开. 

（2）前面介绍的对角线法则只适用于二阶和三阶行列式，而拉普拉斯定理适用于

所有阶的行列式. 

例 11. 计算行列式

1 3 1

1 3 2

2 0 2

− . 
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解：原式 2 1r r−

1 3 1

2 0 1

2 0 2

−  

  
按第二列展开 1 2

2 1
3 ( 1)

2 2

+
−

 −   

   3 ( 2) 2 1 2= −  −  −   

  18= . 

例 12. 计算行列式

4 1 2 4

1 2 0 2

10 5 2 0

0 1 1 7

. 

解：原式
1 4

3 4
2

2

r r

r r

−

−

4 1 0 10

1 2 0 2

10 3 0 14

0 1 1 7

− −

−
 

  
按第三列展开 4 3

4 1 10

1 ( 1) 1 2 2

10 3 14

+

− −

 − 

−

 

  
2 1

33 1

2

r r

r r

+

+

4 1 10

1 9 0 18

22 0 44

− −

−  −

−

 

  0= . 

四、克莱姆法则 

含有n个未知数 1 2 nx x x， ， ， 的n个线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

  （1） 
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若 ( 1 2 )ib i n= ，， ， 不全为零，线性方程组（1）叫做非齐次线性方程组； 

当 ( 1 2 )ib i n= ，， ， 全为零，线性方程组（1）叫做齐次线性方程组.

克莱姆法则 如果线性方程组（方程个数等于未知数个数）的系数行列式不等于零，

即 

11 1

1

0

n

n nn

a a

D

a a

=  ， 

那么方程组有惟一解，其解为 

1
1

D
x

D
= ， 2

2

D
x

D
= ，…， n

n

D
x

D
= ， 

其中 ( 1 2 )jD j n= ，， ， 是把系数行列式 D 中的第 j 列元素用方程组右端的常数列

代替后所得到的n阶行列式. 

注：（1）只有当方程组中方程的个数和未知数的个数相等时才可以用克莱姆法则； 

（2）齐次线性方程组只有零解 当且仅当 0D  ；

（3）齐次线性方程组有非零解（或无穷多解） 当且仅当 0D = .

例 13. 当a  （  ）时，线性方程组若方程

0

2 0

2 0

ax z

x ay z

ax y z

+ =


+ + =
 − + =

只有零解. 

A. 2− B. 1− C. 0 D. 2

解：因为该方程为齐次线性方程组，且方程个数等于未知数个数， 

要使该方程只有零解，则 0D  ，即

0 1

2 1

2 1

a

D a

a

=

−

2 1

3 1
r r

r r

−

−

0 1

2 0

0 2 0

a

a a−

−

按第三列展开 1 3
2

1 ( 1)
0 2

a a
+

−
 − 

−

2( 2)a= − . 

即 2( 2) 0a −  ，所以 2a  ，故本题答案为 D 项.



 

 

第 195 页 

第七章  线性代数 

 

例 14. 当 为何值时，线性方程组

1 2

1 2

1 2 3

( 3) 0

4 ( 1) 0

4 8 ( 2) 0

x x

x x

x x x







− − =


+ + =
− + + + =

有非零解. 

解：因为该方程为齐次线性方程组，且方程个数等于未知数个数， 

要使该方程有非零解，则 0D = ，即 

3 1 0

4 1 0

4 8 2

D







− −

= +

− +

 

  
按第三列展开

 
3 3

3 1
( 2) ( 1)

4 1






+
− −

+  − 
+

 

  
2( 2)( 1) = + − ， 

即
2( 2)( 1) 0 + − = ，所以 2 = − 或 1 = . 
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第二节 矩阵 

本节学习目标 

1. 熟练掌握矩阵的线性运算及运算法则、矩阵的乘法及运算法则.

2. 理解方阵可逆的概念和判定法则，掌握求可逆矩阵的逆矩阵的方法.

3. 理解矩阵的秩的概念，掌握求矩阵秩的方法.

4. 会解简单的矩阵方程.

5. 熟练掌握矩阵的初等变换.

一、矩阵的定义 

由m n 个元素排成的m 行n列的数表 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

， 

称为m n 矩阵，简记为 ( )ij m na =A .数 ija 位于矩阵 A的第 i 行，第 j 列. 

几种常见的特殊矩阵 

1.方阵：当m n= 时，称为n阶方阵，记为
nA . 

如

1 2 1

3 0 4

2 1 9

 
 

− 
 − 

为三阶方阵. 

2.零矩阵：当 A中元素全为 0 时，则称 A为零矩阵，一般记为O .注意不同型的零矩

阵是不同的. 

3.单位矩阵：主对角线上元素均为 1，其余元素全是 0 的矩阵称为单位矩阵，一般记为

E . 

如

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

为三阶单位矩阵. 

4.行矩阵：矩阵中只有一行，如 ( )1 1 3 .
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5.列矩阵：矩阵中只有一列，如

1

2

0

3

 
 
 
 
 

− 

. 

6.同型矩阵：两矩阵的行数与列数完全相同的矩阵. 

7.转置矩阵：设 ( )ij m na =A ，将矩阵 A的行与列互换得到的矩阵称为转置矩阵，记为

T
A . 

二、矩阵的运算 

1. 矩阵的加减法 

设有两个同型矩阵 ( )ij m na =A ， ( )ij m nb =B ，则矩阵 A 与 B 的和（差）记作

A B，规定 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   
 

    =
 
 

   

A B . 

应该注意，只有当两个矩阵是同型矩阵时，这两个矩阵才能进行加法运算. 

矩阵加法满足下列运算规律（设 A，B ，C 都是m n 矩阵）： 

（1） + = +A B B A； 

（2） ( ) ( )+ + = + +A B C A B C ； 

（3） ( )+ − =A A O ； 

（4） ( )− = + −A B A B . 

例 1. 已知
1 1 2

0 1 2

− 
 

− 
A = ，

0 1 0

3 2 4

 
 

− 
B = ，计算 +A B及 −A B . 

解：由题可知，
1 0 1 1 2 0 1 0 2

0 3 1 2 2 4 3 3 2

+ − + +   
+    

− + − + −   
A B = = ； 

1 0 1 1 2 0 1 2 2

0 ( 3) 1 2 2 4 3 1 6

− − − − −   
−    

− − − − − − −   
A B = = . 
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2. 数与矩阵的乘法

数 k 与矩阵 A的乘积记作 kA或 kA ，规定为

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

ka ka ka

ka ka ka
k

ka ka ka

 
 
 =
 
 
 

A . 

数乘矩阵满足下列运算规律（设 A， B 为m n 矩阵， 、 为数）：

（1） ( ) ( )  A = A ； 

（2） ( )   + +A = A A； 

（3） ( )  + +A B = A B . 

例 2. 已知
1 1

2 4

− 
 
 

A = ，
3 2

1 0

 
 

− 
B = ，计算2 −A B . 

解：因为
2 2

2
4 8

− 
 
 

A = ，所以
2 3 2 2 1 4

2
4 ( 1) 8 0 5 8

− − − − −   
− = =   

− − −   
A B . 

3. 矩阵的乘法

设 ( )ija=A 是一个m s 矩阵， ( )ijb=B 是一个 s n 矩阵，那么规定矩阵 A与矩

阵 B 的乘积是一个m n 的矩阵 ( )ij m nc = =C AB ，其中 

1 1 2 2ij i j i j in njc a b a b a b= + + + . 

注：矩阵相乘的条件：左乘矩阵的列数等于右乘矩阵的行数， m s s n m n  =A B C ，即矩

阵相乘，积矩阵的行数等于左乘矩阵的行数，积矩阵的列数等于右乘矩阵的列数； 

例 3. 已知
2 4

3 6

 
 

− − 
A = ，

1 4

2 1

− 
 

− 
B = ，

1 0

1 1

 
 
 

C = ，求 AB， AC .

解：由题可知，
2 ( 1) 4 2 2 4 4 ( 1)

( 3) ( 1) ( 6) 2 ( 3) 4 ( 6) ( 1)

 − +   +  − 
 

−  − + −  −  + −  − 
AB =

6 4

9 6

 
 

− − 
= . 
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2 1 4 1 2 0 4 1

( 3) 1 ( 6) 1 ( 3) 0 ( 6) 1

 +   +  
 

−  + −  −  + −  
AC =  

     
6 4

9 6

 
 

− − 
= . 

例 4. 已知
2 4

1 2

− 
 

− 
A = ，

2 4

3 6

 
 

− − 
B = ，求 AB，BA . 

解：由题可知，
( 2) 2 4 ( 3) ( 2) 4 4 ( 6)

1 2 ( 2) ( 3) 1 4 ( 2) ( 6)

−  +  − −  +  − 
 

 + −  −  + −  − 
AB =  

      
16 32

8 16

− − 
 
 

= . 

    
2 ( 2) 4 1 2 4 4 ( 2)

( 3) ( 2) ( 6) 1 ( 3) 4 ( 6) ( 2)

 − +   +  − 
 

−  − + −  −  + −  − 
BA =  

0 0

0 0

 
 
 

= . 

例 5. 已知

1 2

0 3

1 2

− 
 

=  
 − 

A ，
4 5

6 7

 
=  

 
B 求 AB . 

解：由题可知，

1 4 ( 2) 6 1 5 ( 2) 7

0 4 3 6 0 5 3 7

( 1) 4 2 6 ( 1) 5 2 7

 + −   + −  
 

=  +   +  
 −  +  −  +  

AB  

      

8 9

18 21

8 9

− − 
 

=  
 
 

. 

由例 3、例 4 两个例子容易得出矩阵乘法运算律的几个重要结论: 

（1）矩阵乘法不满足交换律，即在一般情况下 AB BA； 

（2）矩阵乘法不满足消去律，即 =AB AC ， A O 不能推出 =B C ； 

（3）若 =AB O ，并不能说明 =A O或 =B O . 

（4）矩阵的乘法虽不满足交换律，但仍满足下列结合律和分配律（假设运算都是可行
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的）： 

① ( ) ( )=AB C A BC ； 

② ( ) ( ) ( )  =AB A B = A B （其中 为数）；

③ ( )+ =A B C AB + AC ， ( )+ =B C A BA+ CA； 

④ =EA AE = A . 

三、矩阵的转置 

把矩阵 A 的行换成同序数的列得到一个新矩阵，叫做 A 的转置矩阵，记作 T
A ，

即 

11 21 1

12 22 2T

1 2

m

m

n n mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

A . 

例如矩阵 

1 1 0

3 2 1

− 
=  

− 
A

的转置矩阵为 

T

1 3

1 2

0 1

 
 

= − 
 − 

A . 

矩阵的转置也是一种运算，满足下述运算规律（假设运算都是可行的）： 

（1）
T T( ) =A A； 

（2）
T T T( )+ = +A B A B ； 

（3）
T T( )k k=A A ； 

（4）
T T T( ) =AB B A . 

例 6. 已知矩阵
1 0 2

1 2 0

 
=  

− 
A ，

2 1 2

0 1 0

0 0 2

 
 

=  
 
 

B ，

6 1

2 2

4 2

− 
 

=  
 − 

C ，计算 T +BA C . 
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解：因为 T

1 1

0 2

2 0

 
 

= − 
 
 

A ， 

所以 T

2 1 1 0 2 2 2 1 1 ( 2) 2 0

0 1 1 0 0 2 0 1 1 ( 2) 0 0

0 1 0 0 2 2 0 1 0 ( 2) 2 0

 +  +   +  − +  
 

=  +  +   +  − +  
  +  +   +  − +  

BA  

     

6 0

0 2

4 0

 
 

= − 
 
 

， 

所以 T

6 0 6 1 0 1

0 2 2 2 2 0

4 0 4 2 0 2

−     
     

+ − + =     
     −     

BA C = . 

四、方阵的行列式 

由n阶方阵 A的元素所构成的行列式（各元素的位置不变），称为方阵 A的行列

式，记作 A . 

由 A确定 A 的这个运算满足下述运算规律（设 A、 B 为n阶方阵， 为数）： 

（1）
T =A A （行列式性质 1）； 

（2）
n =A A ； 

 （3） =AB A B ； 

 （4）若 =AB O ，则 0=A 或 0=B . 

例 7. 若 A为三阶方阵 2=A ，则 3− =A     . 

解：由题可知， 2=A ，所以
3 33 ( 3) ( 3) 2 54− = − = −  = −A A . 

例 8. 设矩阵 A， B 为n阶方阵，则下列说法正确的是（  ）. 

A. 3 3=A A       B.
2 2( )( )+ − = −A B A B A B   

C.若 2 =A O，则 =A O     D.若 0A 且 =AB O ，则 0=B   
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解：D 项：当 =AB O ，且 0A 时，由方阵行列式的运算性质知 0=B ， 

故本题答案为 D 项. 

A 项：因为 A为n阶方阵，由方阵行列式的运算性质知 3 3n=A A ，故排除. 

B 项：
2 2( )( )+ − = − + −A B A B A AB BA B ，因为矩阵乘法一般不满足交换律，

故 AB BA，所以
2 2( )( )+ −  −A B A B A B ，故排除. 

C 项：如
0 1

0 0

 
=  

 
A ，

2
0 0

0 0

 
=  

 
A ，显然 A并非零矩阵，故排除.

五、伴随矩阵 

记 n nA 的方阵行列式为 A ，A 中每个元素 ija 对应的代数余子式为 ijA 所构成的

如下矩阵 

T

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2*

1 2 1 2

n n

n n

n n nn n n nn

A A A A A A

A A A A A A

A A A A A A

   
   
   = =
   
   
   

A ， 

称为矩阵 A的伴随矩阵，记为 
A . 

例 9. 若
1 1

3 5

− 
=  

− 
A ，求 

A . 

解：因为 A 对应各元素的代数余子式为 

1 1

11 ( 1) ( 5) 5A += −  − = − ，
1 2

12 ( 1) 3 3A += −  = − ， 

2 1

21 ( 1) ( 1) 1A += −  − = ，
2 2

22 ( 1) 1 1A += −  = . 

所以
11 21

12 22

5 1

3 1

A A

A A


−   

= =   
−  

A . 

例 10. 若

1 1 0

1 1 1

1 0 2

− 
 

= − − 
 − 

A ，求 
A . 
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解：因为 A 对应各元素的代数余子式为 

11 2A = ， 12 1A = ， 13 1A = ， 

21 2A = − ， 22 2A = − ， 23 1A = − ， 

31 1A = ， 32 1A = ， 33 0A = ， 

所以

11 21 31

12 22 32

13 23 33

2 2 1

1 2 1

1 1 0

A A A

A A A

A A A



−   
   

= = −   
   −   

A . 

例 11. 设矩阵
a b

c d

 
=  

 
A ，则  =A （  ）. 

A.
d b

c a

− 
 

− 
  B.

d b

c a

− 
 

− 
  C.

d b

c a

 
 
 

  D.
d b

c a

− − 
 

− − 
 

解：因为 A 对应各元素的代数余子式为 

1 1

11 ( 1)A d d+= −  = ，
1 2

12 ( 1)A c c+= −  = − ， 

2 1

21 ( 1)A b b+= −  = − ，
2 2

22 ( 1)A a a+= −  = . 

所以
11 21

12 22

A A d b

A A c a


−   

= =   
−  

A ，故本题答案为 B 项. 

注：重要结论：二阶方阵的伴随矩阵等于其主对角元素互换，副对角元素互为相反数. 

六、矩阵的初等变换及其应用 

1.矩阵的初等行变换 

下面三种变换称为矩阵的初等行变换： 

（1）交换矩阵的两行（交换 i ， j 两行，记作 i jr r ）； 

（2）用非零常数 k 去乘矩阵的某一行的所有元素（第 i 行乘 k ，记作 ikr ）； 

（3）把某一行所有元素的 k 倍加到另一行的对应元素上去（第 j 行的 k 倍加到第

i 行上，记作 i jr kr+ ）. 

注：矩阵初等行变换过程中用“→”连接，而非“=”. 
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2. 行阶梯形矩阵

满足以下两个条件的矩阵称为行阶梯形矩阵：

（1）矩阵的零行（元素全为零的行）（若有），在矩阵的最下方； 

（2）非零行的第一个不为零的元素（简称首非零元）所在的列其下方的元素全为

零. 

例如：

1 2 0 3

0 2 1 1

0 0 3 3

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

和

1 2 2 2 3

0 0 1 3 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 0

− 
 
 
 
 
 

都是行阶梯形矩阵. 

3. 行最简形矩阵

同时满足下列三个条件的矩阵称为行最简形矩阵：

（1） A为行阶梯形矩阵；

（2）非零行的首非零元为 1； 

（3）首非零元所在列的其余元素全为 0. 

例如：

1 0 2 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

− 
 

− 
 
 
 

和

1 0 0 0 3

0 1 0 1 0

0 0 1 2 1

0 0 0 0 0

 
 

− 
 
 
 

都是行最简形矩阵. 

4. 矩阵的秩

矩阵 A 对应的行阶梯形矩阵中，其非零行的行数称为矩阵 A 的秩.记作 ( )r A 或

( )R A . 

求秩的方法： A ⎯⎯⎯⎯→初等变换
B （阶梯形矩阵）， ( ) ( )r r= =A B B 中非零行的行数. 

例 12. 已知

1 2 0

3 4 0

1 2 1

 
 

=  
 − 

A ，求 ( )r A . 

解：对矩阵做初等变换，化为行最简形矩阵 
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3 22 1

3 1

23

1 2 0 1 2 0 1 2 0

3 4 0 0 2 0 0 2 0

1 2 1 0 4 1 0 0 1

r rr r

r r

+−

+

     
     

= ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ −     
     −     

A ， 

所以 ( ) 3r =A . 

例 13. 已知

1 2 3

1 2 3

2 3

k

k

k

− 
 

= − − 
 − 

A 的秩为 2，求 k . 

解： 2 1

3 1

2

1 2 3 1 2 3

1 2 3 0 2 2 3 3

2 3 0 2 2 3 3

r r

r kr

k k

k k k

k k k

+

−

− −   
   

= − − ⎯⎯⎯→ − −   
   − − −   

A  

3 2

1 2 3

0 2( 1) 3( 1)

0 0 3( 2)( 1)

r r

k

k k

k k

−

− 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − + − 

， 

又矩阵 A的秩为 2，所以 3( 2)( 1) 0k k− + − = 且 1k  ， 

解得 2k = − . 

七、逆矩阵 

1. 定义 

对于n阶矩阵 A，如果有一个n阶矩阵B ，使 

= =AB BA E ， 

则称 A是可逆的，并把矩阵 B 称为 A的逆矩阵，记为 1− =A B . 

2. 逆矩阵的性质 

（1）若 A可逆，则 1−
A 也可逆，有

1 1( )− − =A A； 

（2）若 A可逆， 0  ，则 A可逆，且
1 11

( )


− −=A A ； 

（3）若 A、 B 为同阶矩阵且均可逆，则 AB也可逆，且
1 1 1( )− − −=AB B A ； 

（4）若 A可逆， T
A 也可逆，且

1 T T 1( ) ( )− −=A A ； 
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（5）若 A可逆，
1 1− =A

A
. 

3. 求逆矩阵有如下两种方法

（1）伴随矩阵法求逆矩阵： 1 1− =A A
A

， ( 0)A . 

（2）初等行变换求逆矩阵：
1( ) ( )−⎯⎯⎯⎯→初等行变换

A E E A . 

例 14. 已知 2 2− − =A A E O ，求 1( )−+A E .

解：等式整理得 ( )( 2 )+ − =A E A E O， 

所以 +A E 可逆， 1( ) 2−+ = −A E A E .

例 15. 已知
4 6

1 2

 
=  

− − 
A ，求 1−

A . 

解：因为 2 0= − A ，所以 A可逆，

1 1− =A A
A

，且
2 6

1 4


− − 

=  
 

A ，所以 1

1 3

1
2

2

−

 
 =
 − −
 

A . 

注：对于求二阶方阵的逆矩阵，用伴随矩阵法显然比较容易，但对于更高阶的方阵用

伴随矩阵法求逆矩阵会涉及大量代数余子式的计算，所以三阶及以上的方阵求逆矩阵

会利用初等行变换更简便. 

例 16. 已知

1 1 1

1 1 1

1 1 1

 
 

= − 
 − 

A ，求 1−
A . 

解：因为 0A ，所以 A可逆，利用初等变换可得 

2 1

3 1

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0

( ) 1 1 1 0 1 0 0 0 2 1 1 0

1 1 1 0 0 1 0 2 0 1 0 1

r r

r r

−

−

   
   

= − ⎯⎯⎯→ − −   
   − − −   

A E
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2
2 3

3

1

2
1

2

1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1
0 2 0 1 0 1 0 1 0 0

2 2
0 0 2 1 1 0 0 0 1

1 1
0

2 2

r
r r

r

−


−

 
 

   
   ⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯→ −   
 − −   

 − 
 

 

1 31 2

1 1 1 11 0 1 1 0 00 0
2 2 2 2

1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0

2 2 2 2

1 1 1 1
0 00 0 1 0 0 1

2 2 2 2

r rr r −−

   
   
   
   ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ −
   
   
   − −   
   

 

所以 1

0 1 1
1

1 0 1
2

1 1 0

−

 
 

= − 
 − 

A . 

例 17. 已知

1 2 3

1 1 2

1 1 1

 
 

= − 
 − 

A ，求 1−
A . 

解：因为 0A ，所以 A可逆，利用初等变换可得 

2 1

3 1

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0

( ) 1 1 2 0 1 0 0 3 5 1 1 0

1 1 1 0 0 1 0 3 2 1 0 1

r r

r r

+

−

   
   

= − ⎯⎯⎯→   
   − − − −   

A E  

2
3 2

3

1

3
1

3

1 2 3 1 0 0
1 2 3 1 0 0

5 1 1
0 3 5 1 1 0 0 1 0

3 3 3
0 0 3 0 1 1

0 0 1 1 1
0

3 3

r
r r

r

+

 
 

   
   ⎯⎯⎯→ ⎯⎯→   
    

 
 
 
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1 3
1 2

2 3

1

2 3
5

3

1 1 2 1 5 11 0 01 0 0
3 3 3 3 9 9

5 1 1 1 2 5
0 1 0 0 1 0

3 3 3 3 9 9

0 0 1 1 1 1 1
0 00 0 1

3 3 3 3

r r
r r

r r

+
−

−

   
− − −   

   
   ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ − −
   
   
   

  
  

， 

所以 1

3 5 1
1

3 2 5
9

0 3 3

−

− 
 

= − − 
 
 

A . 

八、矩阵方程 

在矩阵的一些运算中，常遇到一些已知矩阵 A ， B ，C 和未知数矩阵 X 满足

=AX B， =XA B或 =AXB C 关系式，需要求解 X 矩阵，把这样类型的一些含有

未知数矩阵的方程称为矩阵方程. 

（1）若 A可逆，则对于矩阵方程 =AX B，方程两边同时左乘 1−
A 得 

1−=X A B . 

（2）若 A可逆，则对于矩阵方程 =XA B，方程两边同时右乘 1−
A 得 

1−=X BA . 

（3）若 A， B 都可逆，则对于矩阵方程 =AXB C ，方程两边同时左乘 1−
A 右乘

1−
B 得 

1 1− −=X A CB . 

例 18. 已知
1 0

1 1

 
=  

 
A ，

1 1

0 1

 
=  

− 
B ，且满足 =AX B，求 X . 

解：因为 1 0= A ，所以 A可逆， 

易知 1 1− −=A AX A B，所以 1−=X A B， 

则
1

1 01

1 1

−   
= =  

− 
A A

A
，即

1 0 1 1 1 1

1 1 0 1 1 2

    
= =    

− − − −    
X . 
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例 19. 已知 =AX B，

1 1 3

2 2 1

3 4 3

 
 

=  
 
 

A ，

2 5

3 1

4 3

 
 

=  
 
 

B ，求 X . 

解：由题可知，因为 0A ，所以 A可逆， 1−=X A B， 

2 1

3 1

2

3

1 1 3 2 5 1 1 3 2 5

( ) 2 2 1 3 1 0 0 5 1 9

3 4 3 4 3 0 1 6 2 12

r r

r r

−

−

   
   

= ⎯⎯⎯→ − − −   
   − − −   

A B  

3
2 3

1

5

1 1 3 2 5 1 1 3 2 5

0 1 6 2 12 0 1 6 2 12

0 0 5 1 9 0 0 1 1 9

5 5

r
r r

−


 
  
  

⎯⎯⎯→ − − − ⎯⎯⎯→ − − −  
  − − −   
 

 

1 31 2

2 3

9

6

11 41 0 0
5 51 0 9 4 17
4 6

0 1 6 2 12 0 1 0
5 5

0 0 1 1 9
1 9

5 5 0 0 1
5 5

r rr r

r r

−−

+

 
   
   
   

⎯⎯⎯→ − − − ⎯⎯⎯→ − −   
   
   
   

 

， 

所以

11 4
1

4 6
5

1 9

 
 

− − 
 
 

X = . 

例 20. 设

3 0 1

1 1 0

0 1 4

 
 

=  
 
 

A ，满足 2+AX = A X ，求 X . 

解：由题可知，等式整理得 ( 2 )−A E X = A， 

1 0 1

2 1 1 0

0 1 2

 
 

− = − 
 
 

A E ，因为 2 0− A E ， 

所以 2−A E 可逆，则
1( 2 )−= −X A E A， 
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2 1

1 0 1 3 0 1 1 0 1 3 0 1

( 2 ) 1 1 0 1 1 0 0 1 1 2 1 1

0 1 2 0 1 4 0 1 2 0 1 4

r r−

   
   

 −  = − ⎯⎯⎯→ − − − −     
   
   

A E A

3 22

1 0 1 3 0 1 1 0 1 3 0 1

0 1 1 2 1 1 0 1 1 2 1 1

0 1 2 0 1 4 0 0 1 2 2 3

r rr −−

   
   

⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ −   
   −   

1 3

2 3

1 0 0 5 2 2

0 1 0 4 3 2

0 0 1 2 2 3

r r

r r

−

−

 − − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − 

， 

所以

5 2 2

4 3 2

2 2 3

− − 
 

− − 
 − 

X = . 
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第三节 线性方程组 

本节学习目标 

1. 掌握齐次线性方程组有非零解的判定条件及解的结构，掌握非齐次线性方程组解的

判定和结构.  

2. 熟练掌握线性方程组的解法. 

一、线性方程组的概念 

设有n个未知数m 个方程的线性方程组 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

，

，

，

（1） 

上式线性方程组可以应用矩阵乘法写成 

=Ax b， 

其中

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 =
 
 
 

A 称为系数矩阵，

1

2

n

x

x

x

 
 
 =
 
 
 

x 称为未知数矩阵， 

1

2

m

b

b

b

 
 
 =
 
 
 

b 称为常数项矩阵，

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

( )

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 =
 
  
 

A = A b 称为增广矩阵. 

线性方程组有两种类型，当常数项 1 2 mb b b， ， ， 不全为零时，线性方程组（1）叫

做n元非齐次线性方程组，简记为 =Ax b；当 1 2 mb b b， ， ， 全为零时，线性方程组

（1）成为 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =

，

，

，
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叫做齐次线性方程组，简记为 =Ax O . 

二、齐次线性方程组 =Ax O 解的结构 

对于齐次线性方程组 =Ax O ，由于 ( ) ( )r r=A A b ，所以齐次线性方程组总有

解： 

1.当 ( )r n=A 时，齐次线性方程组 =Ax O 只有零解（或称有唯一解）；

2.当 ( )r nA 时，齐次线性方程组 =Ax O 有非零解（或称有无穷多解），且解的个数

（或称解向量的个数） ( )n r= − A . 

解齐次线性方程组 =Ax O 可参照的步骤: 

第一步 写出系数矩阵 A；

第二步 将系数矩阵 A化为行阶梯形矩阵；

第三步 判断解的情况； 

第四步 化行阶梯形矩阵为行最简形矩阵； 

第五步 写出同解方程，设自由未知量，写出通解，定义域. 

例 1. 求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0

2 2 2 0

4 3 0.

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =


+ − − =
 − − − =

，

，

解：由题可知，系数矩阵为 2 1

3 1

2

1 2 2 1 1 2 2 1

2 1 2 2 0 3 6 4

1 1 4 3 0 3 6 4

r r

r r

−

−

   
   

= − − ⎯⎯⎯→ − − −   
   − − − − − −   

A

2
3 2

1

3

1 2 1 1
1 2 2 1

4
0 3 6 4 0 1 2

3
0 0 0 0

0 0 0 0

r
r r

−
−

 
   
   ⎯⎯⎯→ − − − ⎯⎯⎯→    

  
 



 

 

第 213 页 

第七章  线性代数 

 

1 22

5
1 0 3

3

4
0 1 2

3

0 0 0 0

r r−

 
− − 

 
 ⎯⎯⎯→
 
 
 
 
 

， 

故同解方程为
1 3 4

2 3 4

5
3

3

4
2

3

x x x

x x x


= +


 = − −


，设
3 1 4 2x k x k= =， ， 

得通解为

1

2

1 2 1 2

3

4

5

3 3

2 4
( )

31

00

1

x

x
k k k k

x

x

 
    
    

−      −= +     
    
   
 
 

R， ， .  

例 2. 求解线性方程组

1 2 3 4

1 3

1 2 4

2 4

0

0

2 0

0 .

x x x x

x x

x x x

x x

+ − + =


− + =


+ + =
− − =

，

，

，
 

解：由题可知，系数矩阵 2 1

3 12

1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 0 0 1 0 1

2 1 0 1 0 1 2 1

0 1 0 1 0 1 0 1

r r

r r

+

−

− −   
   

−   = ⎯⎯⎯→
   − −
   

− − − −   

A  

3 2 1 2

4 2
3

1

2

1 1 1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 2 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

r r r r

r r
r

+ −

+

− −   
   
   ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
   
   
   
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1 3

1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 0

r r+

 
 
 ⎯⎯⎯→
 
 
 

， 

故同解方程为 2 4x x= − ，设 4x k= ，得通解为

1

2

3

4

0

1
( )

0

1

x

x
k k

x

x

   
   

−   = 
   
   

  

R， . 

三、非齐次线性方程组 =Ax b解的结构 

对于非齐次线性方程组 =Ax b有解的充要条件是 ( ) ( )r r=A A b ，设 A为m n

阶矩阵，在解线性方程组的实际过程中会有如下几种解的情形： 

1.当 ( ) ( )r r n= =A A b 时，非齐次线性方程组 =Ax b有唯一解； 

2.当 ( ) ( )r r n= A A b 时，非齐次线性方程组 =Ax b有无穷多解； 

3.当 ( ) ( )r rA A b 时，方程组无解.

解非齐次线性方程组 =Ax b可参照的步骤: 

第一步 写出增广矩阵 ( )A b ； 

第二步 将增广矩阵 ( )A b 化为行阶梯形矩阵； 

第三步 判断解的情况，若无解直接下结论； 

第四步 若有解，化行阶梯形矩阵为行最简形矩阵； 

第五步 写出同解方程，设自由未知量，写出通解，定义域. 

例 3. 设非齐次线性方程组 =Ax b的增广矩阵

1 0 0 1

( ) 0 1 1 2

0 0 1 ( 1)a a a

 − 
 

= − 
 − − 

A b ，若方

程有唯一解，则a的取值为（ ）. 

A.1 B.不等于 1 C.0 或 1 D.不等于 0 且不等于 1

解：由题可知，线性方程组有唯一解，故 ( ) ( ) 3r r n= = =A A b ， 
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所以只需满足 1 0a −  即可，即 1a  ，故本题答案为 B 项. 

例 4. 求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 7 1

4 6 2 3 2

2 3 11 15 4 .

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

，

，  

解：由题可知，增广矩阵 

2 1

3 1

2

2 3 5 7 1 2 3 5 7 1

( ) 4 6 2 3 2 0 0 8 11 0

2 3 11 15 4 0 0 16 22 3

r r

r r

−

−

 −   − 
   

= − ⎯⎯⎯→ − −   
   − − − − −   

A b  

3 22

2 3 5 7 1

0 0 8 11 0

0 0 0 0 3

r r−

 − 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 
 

， 

显然 ( ) 2r =A ， ( ) 3r =A b ，所以 ( ) ( )r rA A b ，故该线性方程组无解. 

注：对于非齐次线性方程组显然存在无解的情形，故将增广矩阵化为行阶梯形矩阵后

必须判断其系数矩阵和增广矩阵的值是否相等. 

例 5. 求解线性方程组

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

3 2 3

2 6 3 13

3 9 9 5 8 .

x x x x

x x x

x x x x

+ − − =


+ − =
 + − − =

，

，  

解：由题可知，增广矩阵

2 1

3 1

2

3

1 3 2 1 3 1 3 2 1 3

( ) 2 6 3 0 13 0 0 1 2 7

3 9 9 5 8 0 0 3 2 1

r r

r r

−

−

 − −   − − 
   

= − ⎯⎯⎯→   
   − − − − −   

A b  

3
3 2

1
3 4

1 3 2 1 3 1 3 2 1 3

0 0 1 2 7 0 0 1 2 7

0 0 0 4 20 0 0 0 1 5

r
r r+

 − −   − − 
   

⎯⎯⎯→ ⎯⎯→   
   
   

 

1 3 1 3

2 3

2 3

2

1 3 0 3 17 1 3 0 0 2

0 0 1 2 7 0 0 1 0 3

0 0 0 1 5 0 0 0 1 5

r r r r

r r

+ −

−

   
   

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ −   
   
   

， 
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所以同解方程为

1 2

3

4

3 2

3

5

x x

x

x

= − +


= −
 =

，令自由变量 2x k= ， 

所以通解为

1

2

3

4

3 2

1 0
( )

0 3

0 5

x

x
k k

x

x

−     
     
     = + 
     −
     

    

R， . 

例 6. 求解线性方程组

1 2 3

1 3

1 2 3

2 1

1

5 3 ( 6) 5

x x x

x x

x x a x b

+ + =


+ =
 + + + = +

，问当a b，为何值时？

（1）无解；（2）唯一解；（3）无穷多解，有无穷多解时求其通解. 

解：由题可知，增广矩阵 2 1

3 15

1 1 2 1 1 1 2 1

( ) 1 0 1 1 0 1 1 0

5 3 6 5 0 2 4

r r

r r

a b a b

−

−

   
   

= ⎯⎯⎯→ − −   
   + + − −   

A b

3 22

1 1 2 1

0 1 1 0

0 0 2

r r

a b

−

 
 

⎯⎯⎯→ − − 
 − 

， 

（1）当 2 0a − = 且 0b  时， ( ) 2r =A ， ( ) 3r =A b ，方程组无解；

（2）当 2a  时， ( ) ( ) 3r r= =A A b ，方程组有唯一解； 

（3）当 2a = 且 0b = ， ( ) ( ) 2r r= =A A b ，方程组有无穷多解； 

2 1 2

1 1 2 1 1 1 2 1 1 0 1 1

( ) 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r r r− −

     
     

= − − ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→     
     
     

A b ， 

故同解方程为
1 3

2 3

1x x

x x

= − +


= −
，令自由变量 3x k= ， 
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所以通解为

1

2

3

1 1

1 0 ( )

1 0

x

x k k

x

−     
     

= − +      
    
    

R，
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第八章 向量代数与空间解析几何 

第一节 向量代数 

本节学习目标 

1. 理解空间直角坐标系及向量的概念，掌握向量的坐标表示法，会求向量的模、方向

余弦. 

2. 掌握向量的线性运算、向量的数量积、向量积的计算方法，理解其几何意义.

3. 熟练掌握两向量平行、垂直的条件.

一、空间直角坐标系 

在空间取定一点O作三条两两垂直的数轴，它们相交于O 点，点O 称为坐标原点，

三条数轴依次记为 x轴，y 轴和 z 轴，统称坐标轴，它们构成了一个空间直角坐标系，

如下图 8-1.  

（1）原点重合、单位刻度相同； 

（2）坐标轴两两垂直； 

（3）坐标轴的方向符合右手规则. 

图 8-1 图 8-2 

空间中任意一点用有序数 ( )x y z，， 表示，由于空间直角坐标系是在平面直角坐标

系基础上多加了一个坐标轴，故空间直角坐标系有轴、面、卦限的概念. 

三条坐标轴中的任意两条可以确定一个平面，称为坐标面，坐标面有 xOy ，yOz ，

xOz； 

O

z

y

x

Ⅷ

Ⅶ

Ⅵ

Ⅴ

Ⅳ

Ⅲ
Ⅱ

Ⅰ

O

z

x

y
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三个坐标面把空间分成八个部分，每一个部分叫做一个卦限，如上图 8-2 所示. 

第Ⅰ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅱ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅲ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅳ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅴ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅵ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅶ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

第Ⅷ卦限：（ 0 0 0x y z  ， ， ） 

例 1. 空间直角坐标系中，点
1(1 2 3)M ，， 与

2 (1 2 3)M −， ， （  ）. 

A.关于 xoy面对称           B.关于 xoz 面对称 

C.关于 yoz面对称           D.关于原点对称 

解：显然
1M 点在一卦限，

2M 点在四卦限，故两点关于 xoz 面对称， 

故本题答案为 B 项. 

二、空间中两点间的距离公式 

设空间中两点 1 1 1 1( )M x y z， ， ， 2 2 2 2( )M x y z， ， ，它们的距离公式表示为 

2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )d M M x x y y z z= = − + − + − . 

例如：空间中两点 (0 0 0)O ，， ， (1 2 2)P −，， 的距离为 

2 2 2(1 0) (2 0) ( 2 0) 3d OP= = − + − + − − = . 

空间中两点距离公式在后面学习向量的模中常用，需要读者了解. 

三、向量的概念 

1. 向量 

客观世界中有这样一类量，它们既有大小，又有方向，例如

位移，速度，力，加速度等等，这一类量叫做向量（矢量）.          图 8-3   

在数学上，常用有向线段来表示向量，如以 A为起点，B 为终点的有向线段表示

B

A
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的向量记为 AB (如上图 8-3)，

有时也常用黑体字母 ，， ，a b F v 等表示向量. 

2. 向量的模

向量的大小叫做向量的模.向量 AB 的模记作 AB 或 a 和 a . 

3. 几类常见的向量

（1）零向量：模为 0 的向量称为零向量，常记为0 ，零向量的方向可以看作是任意的. 

（2）单位向量：模为 1 的向量叫作单位向量. 

注：非零向量a同向的单位向量记为 ae （或 0
a ），其中 a =

a
e

a
. 

（3）自由向量：只与向量的模和方向有关，与起点和终点无关的向量称为自由向量. 

（4）相等向量：两个向量a和b 的大小相等，方向相同，则两向量相等，记作 =a b . 

（5）平行向量：两向量a和b 的方向相同或相反的向量称为平行向量，记作 ∥a b . 

（6）垂直向量：两向量a和b 的夹角 ( )
2

 
=，a b ，则称两向量垂直，记作 ⊥a b . 

四、向量的坐标分解式及其向量的模 

任意给定一个向量 r ，对应点M ，使得OM = r ，以OM 为对角线、三条坐标轴

为棱作长方体 RHMK OPNQ− ，如下图 8-4 所示，有： 

OM OP PN NM OP OQ OR= = + + = + +r ， 

设OP x= i ，OQ y= j ，OR z= k ，则 

( )OM x y z x y z= ，，r = i + j + k = . 

图 8-4 

r

H

R
K

M

Q

NP

z

O

x

y
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上式中， i 是 x 轴上的正向单位向量 (1 0 0)，， ， j 是 y 轴上的正向单位向量

(0 1 0)，， ， k 是 z 轴上的正向单位向量 (0 0 1)，， ，根据两点间距离公式可知 

2 2 2OM x y z= = + +r . 

例 2. 已知 2 3−a = i j + k ，求a的模. 

解：因为 (2 1 3)−， ，a = ，所以 2 2 22 ( 1) 3 14= + − + =a . 

例 3. 已知 (2 3 3)= −， ，a ，求与a同向的 0 =a （  ）. 

A.
1 3 3

( )
2 4 4

−， ，          B.
1 3 3

( )
2 4 4

− −， ，  

C.
3 3

( 1 )
2 4

− ， ，             D. (1 3 3)−， ，  

解：由题可知， 2 2 22 ( 3) ( 3) 4= + − + =a ， 

所以
0 1 3 3

( )
2 4 4

= = −， ，
a

a
a

，故本题答案为 A 项. 

五、方向角与方向余弦 

非零向量 ( )OM x y z= = ，，r ，与三条坐标轴的正方向的夹角 、 、（其中

0  ≤ ≤ ，0  ≤ ≤ ，0  ≤ ≤ ）称为向量 r 的方向角.如下图 8-5 所示，cos ，

cos  ，cos 称为向量 r 的方向余弦，由于 x是有向线段OP 的值，且MP OP⊥ ，

故 

2 2 2
cos

x x

OM x y z
 = =

+ +
； 

2 2 2
cos

y y

OM x y z
 = =

+ +
； 

2 2 2
cos

z z

OM x y z
 = =

+ +
.        

方向余弦有如下性质：          图 8-5     

P

γ β

α
）
）

z

y

O

M

x
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（1）
2 2 2cos cos cos 1  + + = ； 

（2） (cos cos cos )r   = ， ，e 表示与 r 同方向的单位向量.

例 4. 向量 = +a j k 的方向角是（ ）. 

A.
π π π

4 4 2
， ， B.

π π π

4 2 2
， ， C.

π π π

4 2 4
， ， D.

π π π

2 4 4
， ，

解：由题可知， (0 1 1)= ，，a ，所以对应的方向余弦分别为 

2 2 2

0
cos 0

0 1 1
 = =

+ +
，

2 2 2

1 2
cos

20 1 1
 = =

+ +
， 

2 2 2

1 2
cos

20 1 1
 = =

+ +
，即与其对应的方向角为

π π π

2 4 4
， ， ， 

故本题答案选 D 项. 

例 5. 已知两点 (3 0 1)A ，， 和 (4 2 2)B ， ， ，求 AB ，方向余弦和方向角. 

解： (1 2 1)AB = ， ， ，所以
2 2 21 ( 2) 1 2AB = + + = ， 

1
cos

2
 = ，

2
cos

2
 = ，

1
cos

2
 = ； 

故 

3



= ，

4



= ，

3



= . 

六、向量的运算 

1. 向量的线性运算

利用向量的坐标，可得向量的加法、减法以及向量与数的乘法运算法则.设

( )x y za a a= ， ，a ， ( )x y zb b b= ， ，b ，则 

（1）向量的加法与减法： ( )x x y y z za b a b a b =   ， ，a b . 

（2）向量与数的乘法：设 k 为常数，则 ( )x y zk ka ka ka= ， ，a . 

例 6. 已知 2= + −a i j k ， 3 2 2= − +b i j k ，则3 2−a b =  . 
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解：由题可知， (1 2 1)= −，，a ， (3 2 2)= −， ，b ， 

则3 (3 6 3)= −，，a ，2 (6 4 4)= −， ，b ， 

所以3 2 ( 3 10 7)− − −， ，a b = . 

2. 两向量的数量积（点积、内积） 

对于任意两个向量 1 1 1( )x y z= ， ，a 和 2 2 2( )x y z= ， ，b ，它们的数量积记作 a b ，

即 

cos =a b a b 或 1 2 1 2 1 2x x y y z z = + +a b . 

其中cos cos( ) = ，a b ， 为a 与b 的夹角，且  0  ， ， 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

cos( )
x x y y z z

x y z x y z

+ +
= =

+ + + +
，

a b
a b

a b
， 

用作计算两向量的夹角. 

当 ⊥a b时，即两向量夹角
2




= ，易得 

1 2 1 2 1 20 0x x y y z z =  + + =a b . 

数量积的计算符合以下运算规律： 

（1）
2

 =a a a  

（2）交换律：  = a b b a  

（3）分配律： ( ) + =  + a b c a b a c  

（4）结合律： ( ) ( )  = a b a b  

例 7. 已知向量 2 2= − +a i j k ， 2 2= − + +b i j k ，则 ( ) =，a b （  ）. 

A. 0     B.
π

2
    C.

π

3
    D.   

解：由题可知， (2 1 2)= −， ，a ， ( 1 2 2)= − ，，b ， 

则
2 2 2 2 2 2

2 ( 1) ( 1) 2 2 2
cos( ) 0

2 ( 1) 2 ( 1) 2 2

 − + −  + 
= =

+ − + − + +
，a b ， 
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所以夹角 ( )
2


=，a b ，故本题答案为 B 项. 

例 8. 已知向量 3 2= − −a i j k ， 2= + −b i j k ，计算 a b . 

解：由题可知， (3 1 2)= − −， ，a ， (1 2 1)= −，，b ， 

则 3 1 ( 1) 2 ( 2) ( 1) 3 =  + −  + −  − =a b . 

例 9. 向量 (1 1 4)= −，，a ， (2 2 1)= ，，b 的位置关系（ ）. 

A.平行 B.垂直 C.相交但不垂直 D.无法确定

解：因为 1 2 1 2 ( 4) 1 0 =  +  + −  =a b ，故两向量垂直，故本题答案为 B 项.

3. 两向量的向量积（叉积、外积）

（1）定义 

对于任意两个向量a和b ，设c为它们的向量积记作 = c a b，满足： 

① sin=  =c a b a b （其中 为a 与b 的夹角）；

② ⊥c a 且 ⊥c b （ c既垂直于a，又垂直于b ）. 

（2）向量积的坐标表示式 

若 1 1 1( )x y z= ， ，a ， 2 2 2( )x y z= ， ，b ，则 

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2 2 2

( ) ( ) ( )x y z y z y z x z x z x y x y

x y z

=  = = − − − + −

i j k

c a b i j k . 

重要结论：两非零向量平行的充要条件 

1 1 1

2 2 2

0
x y z

x y z
  =  = =∥a b a b . 

（3）向量积在几何上的应用 

求以a和b 为邻边的平行四边形的面积： S = a b . 

例 10. 若向量 (0 1 1)= ，，a ， (1 0 1)= ，，b ， (1 1 0)= ，，c 则 ( )  =a b c . 

解：由题可知， (1 1 1) = −，，a b ，则 ( ) 1 1 1 1 0 ( 1) 2  =  +  +  − =a b c .

例 11. 已知 3OA = +i k， 3OB = +j k ，求 OAB 的面积. 
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解：由题可知， (1 0 3)OA = ，， ， (0 1 3)OB = ，， ， 

显然 ( 3 3 1)OA OB = − −， ， ， 

所以 OAB 面积为 2 2 21 1 1
( 3) ( 3) 1 19

2 2 2
S OA OB=  = − + − + = .  
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第二节 空间解析几何 

本节学习目标 

1. 会求平面的点法式方程、一般式方程、截距式方程.会判定两个平面的位置关系.

2. 了解直线的一般式方程，会求直线的对称式（点向式）方程、参数式方程.会判定两

条直线的位置关系. 

一、平面及其方程 

1. 平面的点法式方程

已知平面过点
0 0 0 0( )M x y z， ， ，且以 

( )A B C= ， ，n 为法向量的平面方程为 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z− + − + − = ， 

称为平面的点法式方程（如右图 8-6 所示）.      图 8-6 

2. 平面的一般式方程

形如 0Ax By Cz D+ + + = 的方程称为平面的一般式方程，其中 A B C D， ， ， 为

常数，且 A B C， ， 不全为零.

对于平面的一般式方程，有以下一些特殊的平面方程 

（1）当 0D = 时，方程 0 Ax By Cz+ + = 表示过原点的平面方程； 

（2）当 0A = 时，方程 0 By Cz D+ + = 表示平行于 x轴的平面方程；

 当 0 0A D= =， 时，方程 0 By Cz+ = 表示通过 x轴的平面方程；

（3）当 0B = 时，方程 0 Ax Cz D+ + = 表示平行于 y 轴的平面方程；

当 0 0B D= =， 时，方程 0 Ax Cz+ = 表示通过 y 轴的平面方程；

（4）当 0C = 时，方程 0 Ax By D+ + = 表示平行于 z 轴的平面方程； 

当 0 0C D= =， 时，方程 0 Ax By+ = 表示通过 z 轴的平面方程；

（5）当 0 0A B= =， 时，方程 0 Cz D+ = 表示平行于坐标面 xoy轴的平面方程；

（6）当 0 0A C= =， 时，方程 0 By D+ = 表示平行于坐标面 xoz 轴的平面方程；

（7）当 0 0B C= =， 时，方程 0 Ax D+ = 表示平行于坐标面 yoz轴的平面方程；

M0

M

nz

O

x

y
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3. 平面的截距式方程 

形如 

1
x y z

a b c
+ + = ， 

其中 a b c，，分别为平面在三个坐标轴上的截

距且均不为零（如右图 8-7 所示）. 

4. 平面与平面的位置关系         图 8-7 

设平面 1π ： 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = ， 

平面 2π ： 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = ， 

对应的法向量分别为 1 1 1 1( )A B C= ， ，n ，

2 2 2 2( )A B C= ， ，n . 

（1）若
1 1 1

1 2 1 2

2 2 2

π π
A B C

A B C
  = =∥ ∥n n . 

（2）若 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2π π 0A A B B C C⊥  ⊥  + + =n n .     图 8-8 

（3）平面 1π 与 2π 之间的夹角
π

(0 )
2

 ≤ ≤ （如右图 8-8 所示） 

由以下公式确定            

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cos
n n A A B B C C

n n A B C A B C


 + +
= =

+ + + +
. 

例 1. 已知 0BCD  时，且平面方程 0By Cz D+ + = ，则一定有平面（  ）. 

A.与 x轴平行           B.与 y 轴平行 

C.与 z 轴平行            D.与 x轴垂直 

解：因为平面方程 0By Cz D+ + = 中， 0A = ，所以该平面平行于 x轴， 

故本题答案为 A 项. 

例 2. 求过点 ( 1 2 2)M − −，， ，且以 ( 3 2 1)= − ，，n 为法向量的平面方程. 

解：由平面点法式方程可知，满足该条件的平面方程为 

3( 1) 2( 2) ( 2) 0x y z− + + − + + = ，即3 2 5 0x y z− − + = . 

R(0，0，c)

Q(0，b，0)

P(a，0，0)

z

y
O

x

n2

n1

θ

θ)

∏2

∏1
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例 3. 过点 (2 1 3)，， 且平行于平面3 2 6 0x y z+ − + = 的平面方程是__________. 

解：因为平面平行于3 2 6 0x y z+ − + = ，所以两平面法向量取相等 (3 1 2)= −，，n ， 

又平面过点 (2 1 3)，， ，则要求平面方程为3( 2) 1 2( 3) 0x y z− + − − − = ，

即3 2 1x y z+ − = . 

例 4. 与平面 2 3 4 0x y z+ + + = 垂直的平面方程为（  ）. 

A. 2 3 4 0x y z+ + − = B.3 3 4 0x y z+ + + =

C.3 3 4 0x y z− + + = D.3 3 4 0x y z− − + =

解：平面 2 3 4 0x y z+ + + = 的法向量记为 (1 2 3)，，n = ， 

C 项：平面3 3 4 0x y z− + + = 的法向量记为 1 (3 3 1)−， ，n = ， 

显然3 1 2 ( 3) 3 1 0 +  − +  = ，则 1 2⊥n n ，即两平面垂直，故本题答案为 C 项. 

例 5. 平面 1x y z+ + = 与 2x y z+ − = 的位置关系是（ ）. 

A.重合 B.平行 C.垂直 D.相交但不垂直

解：两平面法向量分别为 1 (1 1 1)= ，，n ， 2 (1 1 1)= −，，n 显然对应坐标不成比例，

且1 1 1 1 1 ( 1) 0 +  +  −  ，故两平面法向量既不平行也不垂直， 

则两平面相交但不垂直，故本题答案为 D 项. 

例 6. 求过三点 1 2 3(2 1 4) ( 1 3 2) (0 2 3)M M M− − −， ， ， ，， ， ，， 的平面方程.

解：平面法向量垂直于平面内任意两点构成的向量，

因为 1 2 1 3( 3 4 6) ( 2 3 1)M M M M= − − = − −，， ， ，， ， 

则平面法向量 1 2 1 3 (14 9 1)M M M M=  = −，，n ， 

且平面过任意的一点，则平面方程为14( 2) 9( 1) ( 4) 0x y z− + + − − = ， 

即14 9 15x y z+ − = . 

二、空间直线及其方程 

1. 点向式方程

已知直线 L过点 0 0 0 0( )M x y z， ， ，且以 

( )m n p= ，，s 为方向向量的直线方程为 
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0 0 0x x y y z z

m n p

− − −
= = ， 

称为直线的点法式方程（如右图 8-9 所示）.  

2. 参数式方程 

由直线的点向式方程容易推导出直线的参数方程. 

如设             图 8-9 

0 0 0x x y y z z
t

m n p

− − −
= = =  

则 

0

0

0 .

x x mt

y y nt

z z pt

= +


= +
 = +

，

， 

方程组就是直线的参数方程. 

3. 一般式方程 

设有两平面 1π ： 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = 和平面 

2π ： 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = 相交于直线 L，这条 

相交直线方程为 

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =


+ + + =
，     图 8-10 

称该方程为直线的一般式方程（如右图 8-10 所示）. 

4. 两直线的位置关系 

设直线方程为 

1L ：
0 0 0

1 1 1

x x y y z z

m n p

− − −
= = ， 

2L ：
0 0 0

2 2 2

x x y y z z

m n p

− − −
= = . 

对应的方向向量分别为 1 1 1 1( )m n p= ， ，s ， 2 2 2 2( )m n p= ， ，s . 

∏2

∏1

L

z

O y

x

M

M0

s
z

yO

x
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（1）直线 1L 与 2L 平行的充要条件： 

1 1 1

2 2 2

.
m n p

m n p
= =

（2）直线 1L 与 2L 垂直的充要条件： 

1 2 1 2 1 2 0m m n n p p+ + = . 

（3）直线 1L 与 2L 之间的夹角
π

(0 )
2

 ≤ ≤ 由以下公式确定 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cos
m m n n p p

m n p m n p


 + +
= =

+ + + +

s s

s s
. 

5. 平面与直线的位置关系

设平面 π： 0Ax By Cz D+ + + = ，直线 L： 0 0 0x x y y z z

m n p

− − −
= = ， 

其法向量和方向向量分别为 ( ) ( ).A B C m n p= =， ， ， ，，n s  

（1）平面与直线 L平行的充要条件：

0.Am B n Cp+ + =

（2）平面与直线 L垂直的充要条件： 

A B C

m n p
= = . 

（3）直线 L与平面 π的夹角
π

(0 )
2

 ≤ ≤ 由以下公式确定 

2 2 2 2 2 2
sin

Am Bn Cp

m n p A B C


 + +
= =

+ + + +

s n

s n
. 

例 7. 过点 (1 2 3)，， ，且平行于 (3 2 1)= ，，a 的直线方程为（ ）. 

A.
1 2 3

3 2 1

x y z+ + +
= = B.

1 2 3

3 2 1

x y z− − −
= =

C.
1 2 3

1 2 3

x y z+ + +
= = D.

1 2 3

1 2 3

x y z− − −
= =

解：因为直线过点 (1 2 3)，， ，且平行于a向量，
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所以直线的方向向量也平行于a向量， 

设直线方向向量 (3 2 1)，，s = a = ， 

故直线方程为
1 2 3

3 2 1

x y z− − −
= = ，故本题答案为 B 项. 

例 8. 求过点 (1 2 4)−， ， 且与平面2 3 4 0x y z− + − = 垂直的直线方程. 

解：直线垂直于平面，所以直线方向向量 s平行于平面法向量 (2 3 1)= −， ，n ， 

所以由点向式方程知，直线方程为
1 2 4

2 3 1

x y z− + −
= =

−
. 

例 9. 求直线
2 3

3 2

x y
z

+ −
= =

−
与平面 2 2 5 0x y z+ + − = 的交点. 

解：设直线
2 3

3 2

x y
z t

+ −
= = =

−
， 

解得直线的参数方程为

3 2

2 3

.

x t

y t

z t

= −


= − +
 =

，

，代入直线方程得 

3 2 2( 2 3) 2 5 0t t t− + − + + − = ，解得 1t = ， 

所以交点坐标为 (1 1 1)，， . 

例 10. 判断直线 1L ：
1 4 3

2 3 1

x y z− − −
= =

−
与直线 2L ：

1 1

3 11

y z
x

+ −
= =

− −
的位置关系. 

解：直线 1L 的方向向量记为 1 (2 3 1)−， ，s = ， 

直线 2L 的方向向量记为 2 (1 3 11)− −， ，s = ， 

显然2 1 ( 3) ( 3) 1 ( 11) 0 + −  − +  − = ，即数量积为 0， 

故两直线垂直. 

例 11. 直线 L：
1 1 2

3 1 1

x y z− + −
= =

−
与平面π： 2 3 0x y z+ − + = 的位置关系（ ）. 

A.互相垂直        B.平行但直线不在平面内 

C.既不平行也不垂直      D.直线在平面上 

解：直线 L的方向向量记为 (3 1 1)−， ，s = ，平面π的法向量记为 (1 2 1)−，，n = ， 
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因为 3 1 ( 1) 2 1 ( 1) 0  + −  +  − =s n = ， 

所以 ⊥s n，故 L ∥ ，取直线中一点 (1 1 2)−， ， 代入平面方程得

1 2 ( 1) 2 3 0+  − − + = ，故直线在平面上，故本题答案为 D 项.
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第九章 概率统计 

第一节 随机事件及其事件关系 

本节学习目标 

1. 理解随机事件的概念，掌握事件之间的关系和运算. 

一、随机事件 

1. 随机现象 

在自然界和社会上发生着诸多的现象，有一类现象，在一定条件下必然会发生，

例如，水往低处流，太阳东升西落，同性磁铁相互排斥，等等.这类现象称为确定性现

象. 

在个别试验中，有一类现象其结果呈现出不确定性，例如： 

问题 1：抛一枚硬币，观察正面、反面出现的情况. 

问题 2：抛一颗骰子，观察出现的点数. 

问题 3：某射击运动员进行打靶试验，命中靶环的情况. 

这一类试验在通过大量重复试验后，其结果又具有统计规律性的现象，我们称之为随

机现象. 

2. 随机试验 

随机现象在一定条件下每实现 1 次，就进行了 1 次随机试验，例如抛一枚硬币，

正面朝上是一次随机试验，随机试验有以下 3 个特点： 

（1）可以在相同的条件下重复的进行； 

（2）每次试验的可能性不止一种，并且能事先明确试验的所有可能结果； 

（3）进行一次试验之前不能确定哪一个结果会出现. 

3. 随机事件 

随机试验中所有可能的结果，称为随机事件，简称事件.常用大写字母

A B C、 、 表示，如问题 1 中 A = {出现正面}，问题 2 中B = {出现小于 5 的点}，

问题 3 中C = {击中偶数环}都是一个事件. 

所有随机事件构成的集合，称为样本空间，记为 S .样本空间的元素，即样本空间

中每个可能的结果称为一个样本点. 
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4. 两类特殊的事件

随机试验中必然会发生的事件，称为必然事件，记为 （全集）.

随机试验中不可能发生的事件，称为不可能事件，记为 （空集）. 

例如：自然状态下，0℃以下的水会结成冰一定是一个必然事件；太阳西升东落是一个

不可能事件. 

二、事件间的关系与事件的运算 

1. 和（并）事件

事件 A与事件B 中至少有一个发生，称为事件 A与事件B 的和事件，记为 A B

或 A B+ .从集合角度看，就是样本空间中集合 A与集合B 的并集，如下图 9-1.

图 9-1 图 9-2 

2. 差事件

事件 A发生且事件 B 不发生，称为事件 A与事件 B 的差事件，记为 A B− 或 AB .

从集合角度看，就是样本空间中集合 A中除去集合 B 的事件，如上图 9-2.

3. 积（交）事件

事件 A与事件 B 同时发生，称为事件 A与事件B 的积事件，记为 AB 或 A B .

从集合角度看，就是样本空间中集合 A与集合 B 的交集，如下图 9-3.

图 9-3 图 9-4 

4. 包含事件

若事件 B 发生，必然导致事件 A发生，则称 A包含 B ，记为 B A 或 A B  .

A B

Ω

AB

Ω

AB

Ω

AB

Ω



 

 

第 235 页 

第九章  概率统计 

 

从集合的角度看， B 是 A的子集，如上图 9-4. 

5. 互斥事件（互不相容事件） 

若事件 A与事件B 在一次随机事件中不能同时发生，即 AB = ，则称事件 A与

事件B 互斥或称互不相容. 

从随机事件的结果看，A与 B 互斥，意味着事件 A发生，事件 B 一定不发生；反

之若事件 B 发生，事件 A一定不发生；或者 A与 B 都不发生，相互排斥.从集合角度

看， A与 B 互斥，意味着集合 A与 B 的交集为空集，如下图 9-5. 

 

 

 

 

 

 

图 9-5         图 9-6  

6. 对立事件（互逆事件） 

事件 A与 B 既不能同时发生，又必定有一个发生，即 AB = 且 A B = ，称

A与 B 互为对立事件，简称 A与 B 互逆，记作 A B= （或B A= ）；从集合的角度看，

集合 A与集合 B 是全集中互为补集的两个集合，如上图 9-6. 

注：对立事件（互逆事件）是一种特殊的互斥事件，即互逆必互斥，但互斥不一定互

逆. 

7. 独立事件 

若事件 A发生与否与事件 B 的发生互不影响，称事件 A与事件B 相互独立. 

8. 德摩根律（对偶律） 

（1） A B A B =  ； 

（2） A B A B =  . 

德摩根律的记忆口诀：长杠变短杠，开口换方向. 

例 1. 若 A， B 为随机事件，则下列正确的是（  ）. 

A. ( )A B B A B − = −     B. ( )A B B A−  =  

C. A B A B =        D. A B AB BA =   

AB

Ω

AB

Ω
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解：A 项： A B 代表 A事件与B 事件的并事件或和事件，表示 A事件与B 事件

至少有一个发生，而 ( )A B B − 表示 A事件与B 事件至少有一个发生 

且 B 事件不发生，即 A事件发生B 事件不发生，记为 ( )A B B A B − = − ，

故本题答案为 A 项. 

B 项： ( )A B B−  表示 A事件发生B 事件不发生且与B 事件至少有一个发生，

故表示的是 ( )A B B A B−  = + ，故排除. 

C 项：根据摩根律可知， A B A B =  ，故排除.

D 项：因为 AB 表示B A− 即 B 事件发生而 A事件不发生， BA表示 A B−  

即 A事件发生而B 事件不发生，所以 AB BA 表示B 事件发生而 A事件

不发生与 A事件发生而B 事件不发生中至少有一个发生，

即 AB BA A B AB =  − ，故排除.

例 2. 对某目标进行三次射击，事件 A = {第一次命中目标}，事件B = {第二次命中目

标}，C = {第三次命中目标}，求下列各事件： 

（1）{至少一次命中目标}； 

（2）{三次都命中目标}； 

（3）{第一次命中目标，但后两次未命中}； 

（4）{三次都未命中目标}； 

（5）三个事件中至少出现两个. 

解：（1）至少一次发生用事件的和，即 A B C+ + 或 A B C  ；

（2）三次都命中目标即三次都击中目标，即表示积事件 ABC ； 

（3）第一次命中目标与后两次未命中需要同时发生，即 ABC；

（4）三次都未命中目标，即 A、B 、C 三个事件都不发生且三个事件都不发生又

要同时发生，记为 ABC .

（5）两个出现可能是 AB 、 AC 、 BC ，至少两个出现是一个和事件，记为

AB AC BC+ + . 
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第二节 随机事件的概率 

本节学习目标 

1. 了解概率的统计定义，掌握概率的基本性质和概率的加法公式. 

2. 掌握古典概率的计算公式，会求一些事件发生的概率. 

3. 理解事件独立性的概念，能用事件的独立性计算概率. 

一、频率与概率 

1. 频率的定义 

在相同条件下，进行了n次试验，在这n次试验中，事件 A发生的次数 An 称为事

件 A发生的频数.比值 An

n
称为事件 A发生的频率. 

2. 概率的定义 

在相同条件下，将随机试验重复n次，如果随着试验次数n的增大，事件 A发生

频率趋向一个越来越稳定的常数 p ，则称常数 p 为事件 A的概率，记为 ( )p A p= . 

3. 概率的性质 

性质 1 对于任意事件 A，都有0 ( ) 1p A≤ ≤ . 

性质 2 ( ) 1p  = ， ( ) 0p  = . 

性质 3 ( ) 1 ( )p A p A= − . 

二、古典概型 

1. 古典概型的定义 

对于某些随机试验，对其中的事件，我们不必通过大量的试验去确定它的概率，

而是通过研究它的内在规律去确定它的概率，如“抛硬币”，“掷骰子”等试验，发现

他们具有下列两个共同的特点： 

（1）试验的全部可能结果（即基本事件）是有限个，即样本空间是有限集； 

（2）试验中每个基本事件出现（发生）的可能性相同，即每个基本事件的发生是等可

能的. 

具有上述两个特点的试验是大量存在的，这种试验称为古典概型. 
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例如：抛硬币试验中可能出现{正面朝上}，{反面朝上}的可能性均为
1

2
. 

2. 古典概型的概率计算公式

在古典概型中，如果样本空间所含的样本点总数为 n，事件 A包含其中的 m个样

本点，则事件 A的概率为

( )
m A

p A
n

= =
事件包含的基本事件个数

总的基本事件个数

3. 排列组合公式

①
!

( 1) ( 1)
( )!

m

n

n
A n n n m

n m
= −  − + =

−
（与顺序有关）. 

②
!

C
! ! ( )!

m
m n
n

A n

m m n m
= =

 −
（与顺序无关）. 

③C Cm n m

n n

−= . 

例 1. 袋中装有 5 个白球，3 个黑球，从中任意取两个球，求取出两个球都是白球的概

率. 

解：显然该事件是从袋中任取两个球，总的事件个数是有限个， 

且每一个球被摸到的概率为
1

8
，即基本事件的发生是等可能性的； 

所以该事件为古典概型，设取得两个球都是白球的事件为 A，则

2

5

2

8

10 5
( )

28 14

C
p A

C
= = = . 

例 2. 现有 10 件产品，其中有 3 件是次品，从中任取 2 件，则有一件次品的概率（ ）. 

A.
6

15
B.

7

15
C.

8

15
   D.

9

15

解：因为该事件从 10 件产品中取 2 件，总的事件个数为
2

10C ，总的样本空间为有限个， 

每次取一件产品的概率为
1

10
，每个基本事件的发生是等可能性的， 

设取得一件次品的事件为 A，故由古典概率公式可得， 
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1 1

3 7

2

10

21 7
( )

45 15

C C
p A

C
= = = ， 

故本题答案为 B 项. 

例 3. 在 0，1，2，3，4 五个数中任意取 3 个数，则这三个数中不含 0 的概率为（  ）. 

A. 0.4           B. 0.5           C. 0.6            D. 0.8 

解：由题可知，从 5 个数中任取 3 个数，总的事件个数为
3

5C ，即样本空间为有限个， 

每次取一个数的概率为
1

5
，每个基本事件的发生是等可能性的， 

设取得的 3 个数中不含 0 的事件为 A，故由古典概率公式可得， 

3

4

3

5

4
( ) 0.4

10

C
p A

C
= == ， 

故本题答案为 A 项. 

例 4. 从0 9十个数中任意选取两个数，则两个数的和大于 10 的概率为  . 

解：由题可知，从 10 个数中任取两个，总的事件个数为
2

10C ，即样本空间为有限个， 

每次取一个数的概率为
1

10
，每个基本事件的发生是等可能性的， 

设取得的两个数的和大于 10 的事件为 A， 

共有如下几种情形：取 2 和 9；取 3 和 8；3 和 9；取 4 和 7；4 和 8；4 和 9； 

取 5 和 6；5 和 7；5 和 8；5 和 9；取 6 和 7；6 和 8； 

6 和 9；取 7 和 8；7 和 9；取 8 和 9，共 16 种情形. 

故由古典概率公式可得， 

2

10

16 16
( )

45
p A

C
= = . 

三、条件概率 

设 A、B 是两个随机事件，在事件 A已发生的条件下，事件B 发生的概率称为条

件概率，记为 ( | )P B A ，当 ( ) 0P A  时 

( )
( | )

( )

P AB
P B A

P A
= . 
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由条件概率公式可以推出概率的乘法公式 

( ) ( ) ( | )P AB P A P B A= . 

例 5. 已知 ( ) 0.2P B = ， ( ) 0.8P A B = ，则 ( )P AB =  . 

解：因为
( )

( ) 0.8
( )

P AB
P A B

P B
= = ，所以 ( ) ( ) ( | ) 0.2 0.8 0.16P AB P B P A B= =  = . 

例 6. 袋中有 5 个黑球和 3 个白球，从中无放回取两次，设 A = {第一次取黑球}，B =

{第二次取白球}，则 ( )P B A =     .

解： ( )P B A 表示在 A已发生的条件下，事件 B 发生的概率，即第一次取得黑球的前

提条件下，第二次取得白球，因为是无放回的取两次，故第二次共 7 个球，取得 

白球与第一次取得黑球无关，故
( ) 3

( | )
( ) 7

P AB
P B A

P A
= = . 

四、概率的基本运算 

（1） ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB = + − 【加法公式】 

（2） ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C  = + +

( ) ( ) ( ) ( )P AB P AC P BC P ABC− − − +

（3） ( ) ( ) ( ) ( )P A B P AB P A P AB− = = − 【减法公式】 

（4） ( ) ( )P A B P A B=  ， ( ) ( )P A B P AB =  【摩根律】 

（5）如果 B A ，则 ( ) ( )P AB P B= .

例 7. 某自动化工厂生产线上产品，合格率为 0.9，有放回的取两件，则至少拿到一件

合格产品的概率为    . 

解：设至少拿到一件合格品的事件记为 A事件，则

( ) 1 ( ) 1 0.1 0.1 0.99P A P A= − = −  = . 

例 8. 已知
1

( )
2

P A = ，
1

( )
3

P B = ，且 A与B 互不相容，则 ( )p A B = . 

解：因为 A与 B 互不相容，所以 ( ) 0p AB = ，
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故
1 1 5

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 6

p A B p A p B p AB = + − = + = . 

例 9. 已知 ( ) 0.7P A = ， ( ) 0.3P A B− = ，则 ( )p A B =     . 

解：由摩根律公式易得 ( ) ( ) 1 ( )p A B p AB p AB = = − ， 

又因为 ( ) 0.7P A = ， ( ) ( ) ( )P A B P A P AB− = − ， 

易得 ( ) ( ) ( ) 0.4P AB P A P A B= − − = ， 

所以 ( ) 1 0.4 0.6p A B = − = . 

例 10. 设 ( ) 0.3P A = ， ( ) 0.5P B = ， ( ) 0.3P B A = ，则 ( )p A B =    . 

解：因为 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB = + − ，已知 ( ) 0.3P A = ， ( ) 0.5P B = ， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0.3

( ) ( ) ( )

P AB P A B P A P AB
P B A

P A P A P A

− −
= = = = ，易解得 

( ) 0.21P AB = ，所以 ( ) 0.3 0.5 0.21 0.59P A B = + − = . 

五、事件的独立性 

设 A， B 是两事件，如果满足等式 

( ) ( ) ( )P AB P A P B= ， 

则称事件 A， B 相互独立. 

定理一 设 A，B 是两事件，且 ( ) 0P A  .若 A， B 相互独立，则 ( )p B A =   

( )p B .反之亦然. 

定理二 若事件 A与 B 相互独立，则下列各对事件也相互独立： 

A与 B ， A 与 B ， A 与 B . 

故 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ； ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ； ( ) ( ) ( )P AB P A P B= . 

例 11. 甲乙两人参加考试，甲通过的概率是 0.7，乙通过的概率是 0.8. 

（1）甲乙都通过的概率； 

（2）甲乙至少一个人通过的概率. 

解：设甲通过的事件为 A，乙通过的事件为B ； 
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（1）显然甲乙都通过互不影响，故为独立事件，则 

( ) ( ) ( ) 0.7 0.8 0.56P AB P A P B= =  = . 

（2）甲乙至少有一人通过表示和事件，记为

( ) ( ) ( ) ( ) 0.7 0.8 0.7 0.8 0.94P A B P A P B P AB = + − = + −  = . 

例 12. 设 ( ) 0.5P A = ， ( ) 0.2P B = ，且 A与 B 相互独立，则 ( )P A B . 

解：因为 A与B 相互独立，由性质可知 A与 B 也相互独立，

所以 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P AB P A P B = =

  1 ( ) 1 ( ) 0.5 0.8 0.4P A P B= − − =  = . 

例 13. 有两发导弹独立进行拦截工作，命中率为 0.6，则至少有一发命中的概率为

. 

解：由题知，两发导弹命中的事件分别记为 A和 B ，

则至少有一发命中的概率记为 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB+ = + − ， 

因为 A、 B 独立，所以 ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ，

故 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.6 0.6 0.6 0.6 0.84P A B P A P B P AB+ = + − = + −  = . 
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第三节 随机变量及其分布 

本节学习目标 

1. 理解随机变量的概念，会求一些简单随机变量的分布.  

2. 理解随机变量的数学期望及方差的概念，掌握数学期望和方差的基本性质，会求一  

些简单随机变量的数学期望和方差. 

一、离散型随机变量及其分布律 

如果随机变量 X可能取的值是有限个，则称 X为离散型随机变量，用表格或者数

列通项完整表示离散型随机变量的取值与对应概率，称为随机变量的分布列或分布律，

用表格表示如下： 

X x1 x2 x3 … xn 

P p1 p2 p3 … pn 

分布列的性质： 

①
1 2

1

1
n

i n

i

p p p p
=

= + + + = ； 

②0 1ip≤ ≤ . 

例 1. 设 X是一个离散型随机变量，其分布列如下，则m =     .  

X ̶ 1 0 1 

P 0.5 2m 3m 

解：由概率归一性可知，
1

0.5 2 3 1
n

i

i

p m m
=

= + + = ，解得 0.1m = . 

例 2. 设随机变量 X的分布律为 ( )
15

k
p X k= = ( 1 2 3 4 5k = ，，，， )，则 ( 5)p X  =  

     . 

解：由题可知，由概率的归一性可知，
1 2 3 4 2

( 5)
15 15 15 15 3

p X  = + + + = . 

例 3. 已知离散型随机变量 X的分布列如下： 
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X 0 1 2 3 

P 0.5 0.2 0.1 b

（1）求常数b ；（2）求  0.5 1p X≤ ≤ .

解：（1）由概率归一性可知，
1

0.5 0.2 0.1 1
n

i

i

p b
=

= + + + = ，解得 0.2b = . 

（2）  0.5 1 (1) = 0.2p X p=≤ ≤ . 

二、连续型随机变量及其数字特征 

1. 定义

如果对于随机变量 X 的分布函数 ( )F x ，存在非负可积函数 ( )f x ，对于任意实数

x有 

( ) ( )d
b

a
P a X b f x x = ≤ ， 

则称 X 为连续型随机变量， ( )f x 称为 X 的概率密度函数，简称概率密度.

2. 概率密度函数具有以下性质：

（1） ( ) 0f x ≥ ，即密度函数非负性；

（2） ( )d 1f x x
+

−
= ； 

（3）特别强调：连续性随机变量取任意指定值的概率都是 0，即 0( ) 0p X x= = ，所

以计算连续型随机变量落在某一区间上的概率时，不必考虑该区间是开区间还是闭区

间，即有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
b

a
P a x b P a x b P a x b P a x b f x x  =  =  = = ≤ ≤ ≤ ≤ . 

例 4. 设连续型随机变量 X 的概率密度函数为

1
0 2

( ) 2

0

x x
f x




= 



，≤ ≤

，其他

， 

求 ( 2 1 2)P X −  .
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解：

3
3 3

2
22 2

1
0

02

1 3 1 1 9
( 2 1 2) ( )d d

2 2 2 4 16
P X P X f x x x x x

−

 
−  = −   = = = = 

 
  ； 

例 5. 设连续型随机变量 X 的概率密度函数为

1 2

( ) 2 3

0

Ax x

f x B x

 


=  



，

，

，其他

，且 

(1 2) (2 3)p X p X  = ≤ . 

（1）求常数 A， B ；（2） (1.4 2.5)p X  . 

解：（1）因为 (1 2) (2 3)p X p X  = ≤ ，故
2 3

1 2
( )d ( )df x x f x x=  ， 

易得

2
2 2

2

1 1
1

1 3
( )d d

2 2
f x x Ax x Ax A= = =  ，

3 3 3

22 2
( )d df x x B x Bx B= = =  ， 

所以
3

2
A B= ；又由概率的归一性知 

2
2 3 32

21 2
1

1 3
( )d d d 1

2 2
f x x Ax x B x Ax Bx A B

+

−
= + = + = + =   ， 

综上解得
1

3
A = ，

1

2
B = . 

（2）
2 2.5

1.4 2
(1.4 2.5) ( )d ( )dp X f x x f x x  = +   

       

2 2.5
2 2.5

2

1.4 2
1.4 2

1 1 1 1
d d 0.59

3 2 6 2
x x x x x= + = + =  . 

三、随机变量的数字特征 

1. 离散型随机变量的数学期望 

对离散型随机变量 X ，其分布列为 

X x1 x2 x3 … xn 

P p1 p2 p3 … pn 
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则 1 1 2 2

1

( )
n

i i n n

i

E X x p x p x p x p
=

= = + + + ，称为随机变量 X 的数学期望.

2. 离散型随机变量的方差

对于随机变量 X

 
22( ) ( ) ( )D X E X E X= −

称为随机变量 X 的方差，它反映了随机变量 X 取值的波动情况.

3. 期望的性质

①如果C 为常数，则 ( )E C C= ； 

② X 为随机变量，则 ( ) ( )E aX b aE X b+ = + ；

③ X ，Y 为随机变量，则 ( ) ( ) ( )E X Y E X E Y =  ； 

④ X ，Y 为相互独立的随机变量，则 ( ) ( ) ( )E XY E X E Y= . 

4. 方差的性质

①如果C 为常数，则 ( ) 0D C = ； 

② X 为随机变量，则 2( ) ( )D aX b a D X+ = ； 

③ X ，Y 为相互独立的随机变量， ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y = + .

5. 离散型随机变量的分布函数

设 X 为随机变量，对于任意实数 x，称函数

( ) ( )F x p X x x= −    +≤ ，

为随机变量 X 的分布函数.

6. 连续型随机变量的数学期望及方差

数学期望： ( ) ( )dE X xf x x
+

−
=  ； 

方差：  
2

22 2( ) ( ) ( ) ( )d ( )dD X E X E X x f x x xf x x
+ +

− −

 = − = −
    . 

7. 连续型随机变量的分布函数

设 X 为随机变量，对于任意实数 x，称函数

( ) ( )F x p X x x= −    +≤ ，
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为随机变量 X 的分布函数. 

例 6. 设 的概率分布为 

  1−  0 2 3 

P  
1

8
 

1

4
 

3

8
 

1

4
 

 

求： ( )E  ，
2( )E  ， ( )D  . 

解：由题可知，
1

1 1 3 1 11
( ) ( 1) 0 2 3

8 4 8 4 8

n

i i

i

E p 
=

= = −  +  +  +  = ； 

2 2 2 2 2 2

1

1 1 3 1 31
( ) ( 1) 0 2 3

8 4 8 4 8

n

i i

i

E p 
=

= = −  +  +  +  = ； 

 
22 231 11 127

( ) ( ) ( ) ( )
8 8 64

D E E  = − = − = . 

例 7.若随机变量 X 、Y 相互独立，且 ( ) 1E X = ， ( ) 3E Y = ，求 (2 5)E X Y+ + ， ( )E XY . 

解：因为 X 、Y 相互独立，且 ( ) 1E X = ， ( ) 3E Y = ，所以 

(2 5) 2 ( ) ( ) 5 10E X Y E X E Y+ + = + + = ， ( ) ( ) ( ) 3E XY E X E Y= = . 

例 8. 口袋中有 5 个球，编号为 1，2，3，4，5 从中任取 3 个球，以 X 表示取出的 3 个

球中的最大号码，试求 X 的分布列及分布函数. 

解：由题可知，随机变量 X 可能的取值为 3，4，5， 

3

5

1 1
( 3)

10
p X

C
= = = ，

2

3

3

5

3
( 4)

10

C
p X

C
= = = ，

2

4

3

5

3
( 5)

5

C
p X

C
= = = ， 

故分布列为 

X  3  4  5  

P 0.1  0.3  0.6  
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分布函数为

0 3

0.1 3 4
( )

0.4 4 5

1 5

x

x
F x

x

x





= 




，

，≤

，≤

，≥

. 

例 9. 已知 ( ) 8E X = ， ( ) 2D X = ，则 2( )E X = ， (3 4)D X + = . 

解：因为  
22( ) ( ) ( )D X E X E X= − ， 

所以  
22( ) ( ) ( ) 66E X E X D X= + = ， 2(3 4) 3 ( ) 18D X D X+ = = . 

例 10. 已知 X、Y相互独立，且 1D X =（ ） ， 4D Y =（ ） ，求 2 3D X Y− =（ ） （ ）.

A. 32− B. 10− C.14 D. 40

解：因为 X 、Y 相互独立， 2 2(2 3 ) (2 ) (3 ) 2 ( ) 3 ( ) 40D X Y D X D Y D X D Y− = + = + = ， 

故本题答案为 D 项. 
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附录一  重庆市普通高校“专升本”统一选拔考试大纲 

高等数学  

（考试科目代码  20） 

Ⅰ．考试大纲适用对象及考试性质 

本大纲适用于重庆市普通高校“专升本”的理工类和经济类考生.  

“专升本”考试结果将作为重庆市普通高校高职高专学生申请“专升本”的成绩

依据.本科院校根据考生考试成绩，按照已确定的招生计划择优录取.因此，该考试应具

有较高的信度、效度，必要的区分度和适当的难度. 

Ⅱ．考试内容与要求 

一、一元函数微分学  

1．理解函数的概念，知道函数的表示法；会求函数的定义域及函数值.  

2．掌握函数的奇偶性、单调性、周期性、有界性.  

3．理解复合函数与反函数的定义，会求单调函数的反函数.  

4．掌握基本初等函数的性质与图像，了解初等函数的概念.  

5．理解极限的概念及性质，掌握极限的运算法则.  

6．理解无穷小量与无穷大量的概念及两者的关系，掌握无穷小量的性质和无穷小量的

比较. 

7．了解夹逼准则与单调有界准则，掌握两个重要极限：
0

sin
lim 1
x

x

x→
= ，

1

0
lim (1 ) x

x
x e

→
= + = . 

8．理解函数连续与间断的定义，理解函数间断点的分类，会利用连续性求极限，会判

别函数间断点的类型.  

9．理解闭区间上连续函数的有界性定理、最值定理、介值定理，并会用上述定理推证

一些简单命题.  

10．理解导数的定义及几何意义，会根据定义求函数的导数.  

11．理解函数的可导与连续的关系.  

12．熟练掌握基本初等函数的导数公式、导数的四则运算法则、复合函数求导法则、
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隐函数求导法、对数求导法及参数方程求导法，了解反函数的求导法则.  

13．了解高阶导数的概念，熟练掌握初等函数的一阶和高阶导数的求法.  

14．理解微分的定义、可微与可导的关系，了解微分的四则运算法则及一阶微分形式

的不变性；会求函数的微分.  

15．理解罗尔（Rolle）定理、拉格朗日中值（Lagrange）定理，了解柯西（Cauchy）

中值定理和泰勒（Taylor）中值定理.会用罗尔定理证明方程根的存在性，会用拉格朗

日中值定理证明一些简单不等式.  

16．熟练掌握用洛必达法则求未定式的极限.  

17．理解函数极值的概念、极值存在的必要条件及充分条件.  

18．会求函数的单调区间和极值，会求函数的最大值与最小值，会解决一些简单的应

用问题，会证明一些简单的不等式.  

19．了解函数的凹凸性及曲线的拐点的定义，会求函数的凹凸区间及曲线的拐点.  

20．会求曲线的渐近线，会描绘一些简单函数的图形.  

二、一元函数积分学  

1．理解原函数和不定积分的概念及性质.

2．熟练掌握不定积分的基本公式.  

3．熟练掌握不定积分的换元积分法和分部积分法.  

4．理解变限积分函数的定义，掌握求变限积分函数导数的方法.  

5．理解定积分的概念和几何意义，掌握定积分的基本性质.  

6．熟练掌握牛顿-莱布尼兹（Newton-Leibniz）公式，掌握定积分的换元法和分部积分

法. 7．了解定积分的微元法，会求平面图形的面积及平面图形绕坐标轴旋转的旋转体

的体积.  

8. 了解无穷区间上有界函数的广义积分与有限区间上无界函数的瑕积分的概念，掌握

其计算方法.  

三、向量代数与空间解析几何 

1．理解空间直角坐标系及向量的概念，掌握向量的坐标表示法，会求向量的模、方向

余弦.  

2．掌握向量的线性运算、向量的数量积、向量积的计算方法，理解其几何意义.  

3．熟练掌握两向量平行、垂直的条件.  
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4．会求平面的点法式方程、一般式方程、截距式方程.会判定两个平面的位置关系.  

5．了解直线的一般式方程，会求直线的对称式（点向式）方程、参数式方程.会判定两

条直线的位置关系.  

6．会判定直线与平面的位置关系. 

四、多元函数微积分学 

1．理解二元函数的概念，会求一些简单二元函数的定义域.  

2．了解二元函数的极限、连续的定义及其基本性质.  

3．熟练掌握显函数的一阶、二阶偏导数的求法，了解高阶偏导数的求法.  

4．会求二元函数的极值，会用拉格朗日乘数法求条件极值.  

5．熟练掌握二元函数全微分的求法.  

6．熟练掌握二重积分的计算方法.  

五、微分方程  

1．理解微分方程的定义及阶、解、通解、特解等概念.  

2．熟练掌握可分离变量的微分方程、齐次微分方程及一阶线性微分方程的解法.  

3．理解二阶常系数齐次线性微分方程解的性质及通解的结构.  

4．熟练掌握二阶常系数齐次线性微分方程的解法.  

六、无穷级数  

1．理解无穷级数收敛、发散的概念. 

2．理解级数收敛的必要条件和级数的主要性质. 

3．知道几何级数 1

1

n

n

aq


−

=

 ，p-级数
1

1
p

n n



=

 的敛散性. 

4．熟练掌握正项级数的比较判别法、比值判别法与根值判别法.  

5．理解幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的定义.  

6．熟练掌握求幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域的方法.  

七、线性代数  

1．理解行列式的概念，掌握行列式的性质.  

2．掌握行列式的计算.  

3．会用克莱姆（Cramer）法则求解线性方程组.  

4．熟练掌握矩阵的线性运算及运算法则、矩阵的乘法及运算法则.  
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5．理解方阵可逆的概念和判定法则，掌握求可逆矩阵的逆矩阵的方法.  

6．理解矩阵的秩的概念，掌握求矩阵秩的方法.  

7．会解简单的矩阵方程.  

8．熟练掌握矩阵的初等变换.  

9．掌握齐次线性方程组有非零解的判定条件及解的结构，掌握非齐次线性方程组解的

判定和结构.  

10．熟练掌握线性方程组的解法.  

八、概率论初步  

1．理解随机事件的概念，掌握事件之间的关系和运算.

2．了解概率的统计定义，掌握概率的基本性质和概率的加法公式.  

3．掌握古典概率的计算公式，会求一些事件发生的概率.  

4．理解事件独立性的概念，能用事件的独立性计算概率.  

5．理解随机变量的概念，会求一些简单随机变量的分布.  

6．理解随机变量的数学期望及方差的概念，掌握数学期望和方差的基本性质，会求一

些简单随机变量的数学期望和方差.  

*注：本大纲对理论、概念等从高到低的要求是：理解，知道，了解；对方法、计算等

从高到低的要求是：熟练掌握，掌握，会. 

Ⅲ．考试形式与试卷结构 

一、试卷题型及分值分布 

1．试卷题型

单项选择题、填空题、计算题、证明题. 

2．分值分布  

试卷总分为 120 分.  

单项选择题 约 32 分. 

填空题 约 16 分. 

计算题 约 64 分. 

证明题 约 8 分. 
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二、考试方式及考试时间 

1．考试方式为闭卷笔试.

2．考试时间为 120 分钟. 

【参考书目】 

1．同济大学数学系   高等数学（第六版）高等教育出版社 

2．彭玉芳等   线性代数（第二版）高等教育出版社 

3．同济大学数学系 概率论与数理统计（第 2 版）同济大学出版社 




